پرویز شهرباری 
جلد اول 
(سال اول دبیرستان - نیمسال اول) 
نظام حدید آموزشی 


قابل استفاده: 
5 ۵ دوره دبیرستان (نظام جدید)؛ 
۲ همه کسانی که می‌خواهند ریاضیات را پیش خود یاد بگیرند؛ 


پرویز شهریاری 


: باصات مجاسد ای 


(برای استفاده در نیم سال اول دییرستان) 


نظام جد ید 


هنتشر شده است: 


۵ ریاضیات محاسبه‌ای (جلد اول) -سال اول دبیرستان -نیم سال اول 

۵ ریاضیات محاسبه‌ای (جلد دوم) -سال اول دبیرستان -نیم سال دوم 

۵ ریاضیات محاسبه‌ای (جلد سوم) -سال دوم دبیرستان نیم سال اول 

۵ ریاضیات محاسبه‌ای (جلد چهارم) -سال دوم دبیرستان -نیم سال دوم 
9 ریاضیات محاسبه‌ای (جلد پنجم) -سال سوم دبیرستان -ریاضی فیزیک 
۵ مسأله‌های المپیاد آمریکا-با حل 

۵ مسأله‌های المپیاد شوروی -با حل 


۵ مسأله‌های المپیاد کشورهای مختلف -با حل 
۵ مهم‌ترین مسأله‌ها و فضیه‌های دشوار ریاضی 
۵ بازی‌ها - سرکرمی‌ها معماها در ریاضیات 
۵ نظر یه ساحتمان‌های هندسی 

۵ نابرابری 


۵ هندسة تحلیلی و جبر خطی (مسأله با حل) 
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۰ ۰ تومان 


پیش گفتار 


این کتاب‌ها که بر بای تازه‌ترین برنامهُ ریاضی دبیرستان‌ها تنظیم شده‌اند 
و» کتاب حاضرء جلد اول از این رشته کتاب‌هاست» چند ویژگی دارند: 

۱ تلاش شده است تا ردیف برنامه» در کتاب‌های درسی؛ رعایت شود 
تا دانش‌آموزان» ضمن استفادهٌ از آن» دچار سرگردانی نشوند. 

۲۳ کتاب به‌صورت خودآموز تهیه شده است تا بتواند مورد استفاده همه 
کسانی قرار گیرد که می‌خواهند مفهوم‌های ریاضی را با دقت فرا گیرند. به‌همین 
دلیل» از هیچ مطلبی» بدون دلیل یا شرح کافی رد نشده است. 

۳ نويسنده کتاب اعتقاد دارد که «تاریخ ریاضیات»؛ «فلسفه ریاضیات؟ 
و «کاربردهای ریاضیات»» از خود رپاضیات جدا نیستند و هرجا لازم دیده 
است» گریزی به این بحث‌ها زده است. 

۴ کتاب در سطحی بالاتر تنظیم شده است تا کسانی را هم که 
می‌خواهند» از همان آغاز» خود را برای مسابقه‌ها. کنکورها و المپیادها 
آماده کنند» به‌کار آید. ولی بحث‌ها و مساله‌های دشوارتر» با نشانه ه 
مشخص شده‌اند» تا کسانی که تنها به برنامهٌ دبیرستانی و در سطح دبیرستانی 
علافه‌مندند» پتوانند از پرداختن به آن‌ها صرف‌نظر کنند. 


ها . بسیاری از روش‌ها و يا قانون‌ها» ضمن حل مساله‌ها شرح داده 
شده است و بنابراین» اگر موفق به حل مساله‌ای شده‌اید» از مراجعه به راه‌حل 
کتاب خودداری نکنید تا هم را‌حل خود را کنترل کنید و هم با روض‌های تازه 
تا شقن ی 

۶ کوشش شده است. مساله‌ها تازگی داشته باشد؛ در این کتاب» 
مساله‌های کتاب درسی (که بسیار ساده و در برخی موردها سطحی‌اند) و 
هم. مساله‌های کتاب‌های دیگر (ولو اين‌که متعلق به نویسند؛ این کتاب 
باشد)» تا حد امکان نیامده است؛ باوجود این تلاش شده است. خواننده با 
گونه‌های مختلف مساله‌ها و روش‌های مختلف حل مساله‌ها» آشنا شود. 

۷ چه در مورد موضوع‌ها و مفهوم‌ها و چه در مورد حل مساله‌ها» چه‌بسا 
روش‌های ساده‌تری وجود داشته باشد و. به‌همین دلیل» از همه خوانندگان 
کتاب؛ برای زفع کمبودهای احتمالی آن؛ یاری می‌طلبم. 

۸ جلد اول (کتاب حاضر). برنامهٌ نیم سال اول دبیرستان را دنبال 
کرده‌است و آرزوی من این است که بتوانم جلدهای بعدی کتاب را تهیه و 


بیست‌وپنجم فروردین یکهزاروسیصدوهفتادوچهار 
پرویز شهریاری 


از آغاز رم 
۱ مجم عه‌ها ها از ی هی ای ی هوجو دس سوت ها 
ورود به مطلب 0 
مجموعه و هر اه مر 1 
تماق غضع موقنا و تما طقیی توق نی ععمسسسصمست ۱۸۰ 
مجموعه معین و ی ی ۱۱۱ 
مجموعه‌های بایایان و مجموعه‌ای بی‌بایان تسس 1 
شکل دیگر نوشتن یک مجموعه سس ص تس ۲۱۱ 
مجموعه یکانی و مجموعه تهی ی سا 
نمایش هندسی مجموعه‌ها 8 ی 
زیرمجموعه پا مجموعک 0 
مجموعه مادر و مجموعه متمم ی ور ی ی اوه واه ۱۳۲۲ 
اندکی بیشتر دربارهٌ مجموعه‌ها و و ی ۳ ها موه ۱۳۹ 
تمرین یی و رو و او دوز 
عمل با مجموعه‌ها ۹ کبک : 


اجتماع دو مجموعه ی ی 
ایا که کی فقو ور سر من مس ده ی مه یی تا جع ۵1 
تفاضل دو مجموعه هر کی مه مه هم و خی یی ی ی ۱۳ 
تمرین ماد رای ها ح ها مرها اه ماه حانورو ما یو وا ام وا و و وان ۴ 
عددهای درست ی ی ی ی ی یت ی ی ایا ی و زبس ۱۳ 
نگاهی به تاریخ ی ما هی ی یا و ای سا مت یب ۷ 
مجموعه عددهای طبیعی هد مه هن اه و مزع اه نم ور ۷۵ 
بخش‌بذیری در مجموعه عددهای طبیعی ................., ۷۸ 
یاف هی کر ۲ مدوم ی ۳ 
مجموعه عددهای درست. .. . 7 
کوچکترین مضرب مشترک و بزرگترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد ۸۶۰ 
عدد اول ی ی ۱ 
عددهایی که بخشیاب مشترکی جز واحد ندارند 7 
تمرین ره موه رم ی سم موه هر وج وی مد نها سوم عم سس یه هروس وی ۵ ۱۳۸ 
. توان ۳ 9 
تکرار عمل ضرب. یعنی توان ی ی یی ۱۳ 
ردیف عمل‌ها . ی ی ی ی ی ی ور ۹52 
عمل با توان‌ها هه ره ی ۵ ۱3 
وا زب هه مگب بضوچت صرب: علمز مان لول ی 
ری 1۱ 
مجموعه عددهای گویا ۳۹ ۱۰۵ 
نسبت دو عدد طبیعی .. ی ی و ۳ 


مفهوم کسر و ویژگی‌های آنْ ... ی و : 


کسرهای دهدهی ی م ا اج ۵ ۱۳۴ 
تبدیل کسرهای دهدهی به کسرهای متعارفی 
بخشی از یک عدد و یه رون و مس وت ۴ ۲۱۱ 
در صد - 
محاسبه‌های تقریبی 0 
روش نوشتن عددهای تقریبی ی نج ۱۳۰۲ 
قائون گرد کرد علدها ...........»».دءم...-. و2 ۷۳۲ 
خحطای مطلق و خطای نسبی ار ی ات بت زو ۱۱۱7 
تناسب ۱ 
کمست‌های متناسب هتسسگ ۲ ۱ 
تمرین 7 
۶ مجمروعه عددهای حقیقی ک یو که درو و ۱ 
نکن تاریخ رک ۱ 
عددهای گنگ ۱۱ 
پیدا کردن بارهخط‌های راست با طولی برابر ۷/1۰ مور ریت ات 3[ ۱۵ 
قدرمطلق ی ۱ 
تمرین ی 
۷ جمله و تفای :۱۵۸ 
ورود به مطلب ره موب ی داعبا م۳ 
جمله . مر مرس سای تا یواوه ماو جرت اه و۷ ٩۳۳‏ 
حند‌حمله‌ای و هر سر ی 9۳۰۲ ۱ 
تمرین ی ی ی و ۳ ٩۱۳‏ 


۸ ضرب و تقسیم در چندجمله‌ای‌ها همه هه یه ی ی و 


ضرب یک‌جمله‌ای در جندجمله‌ای ۴ 


تقسیم چندجمله‌ای بر یک‌جمله‌ای ی ی ی وی و و 
کسر جبری ی ۱ 
عبارت‌های گویا 0[ 
اتحادهای جبری ی هه وهی مب ره وی 
اتحادها در طول تاریخ . رت( 
چند یاداوری مهم 177 
بمرین را ای ی و مرو و ار 
٩‏ تجزیه چندجمله‌ای‌ها رم ی 
ی رای همم ره 
بزرگترین بخشیاب مشترک و رن مضرب مشترک ت__ 
تمرین کت عم اه و ی ری و 
حل مساله‌ها ۳ ۳۳ 


پیش‌از اغاز 


برای یادگیری زیست‌شناسی يا زبان» بیش از هرچیز به «حافظه» نیاز 
دارید» برای‌این‌که طرح یک ساختمان را روی صفحه کاغذ بیاورید» باید 
ادفت» و تصور فضایی خوبی داشته‌باشید برای این‌که در مسابقه علمی 
رادیوئی یا تلویزیونی موفق شوید» علاوه برآگاهی» «سرعت عمل» و «سرعت 
تصمیم‌گیری» به شما یاری می‌رساند ...۰ ولی در ریاضیات به همه این‌ها 
نیازمندید» به‌جز این‌هاء باید بتوانید بین آن‌چه در اختیار دارید (فرض) و 
آن‌چه لازم دارید (حکم) یک حلقه ارتباطی محکم برقرار کنید. دروافم» باید 
بتوانید بین آن‌چه به شما داده‌اند» و آن‌چه از شما خواسته‌اند» رابطه‌ای منطقی 

چند مساله‌ای که در این‌جا داده شده‌است» همین هدف را دنبال می‌کند. 
هیچ‌کدام از این مساله‌ها» به ریاضیاتی بیشتر از آن‌چه می‌دانید» نیاز ندارد. 
حتی دانش‌آموزی هم که تازه دورة دبستان را تمام کرده‌است» می‌تواند آن‌ها 
را حل کند. برای پیدا کردن راه‌حل. باید بادفت و باحوصله» صورت مساله 
را بخوانید؛ اگر درصورت مساله دقت کنید؛ راه‌حل را هم پیدا خواهید کرد. 
بعداز آن‌که راه‌حلی برای مساله پیدا کردید» دریایان کتاب» راه‌حل ما را هم 
ببینید تا هم کار ما و هم کار شما مورد بازبینی قرار گیرد. 

به‌طورکلی به دانش‌آموزانی که به بالا بردن درک ریاضی خود علاقه‌مندند؛ 
توصیه می‌کنيم از مطالعهٌ کتاب‌های مربوط به سرگرمی‌های ریاضی غفلت 
نکنند. وقت خود را با اين کتاب‌ها بگذارنید» چراکه بهترین راه برای درک بهتر 
مفهوم‌های ریاضی است. 


مساله‌ها 


۱ در زین در هرسطر شش عدد نوشته شده‌است و جای سه عدد 


4 


داز آن ای استه: #رسطره:برای نفویشی/ یک مسالة تال استه وب 
سطرهای دیگر بستگی ندارد» ولی عددهای هرسطر» از چپ به راست» طبق 
قانونی به دنبال هم آمده‌اند. برای هرسطره این قانون را پیدا کنید و سه عدد 
بعدی را بنویسید : 


با ۷ ۶ ۵ ۴ ۱ 
ها ۶ ۷ ۸ ٩‏ 18 (۲ 
۰ ۲۵ ۲۰ ۱۵ ۱۰ ۵ (۳ 
۳ ۱ ۵ ۱ ۷ ۱ 0 + ۲ 
ی ۸ ۴ ۲ ۱ (۵ 
و و و ی ۲۳۱ (۶ 
۹ ۱ ۲ ۸ ۷۶ ۳۳ ۷ 
2:2۸ ۵ ۱۳ ۹ 8 #۲ ۸۸ 


۸ ۴ ۱ ۳ :۱۴ ۱۵ 
ی ۷ ی ۱ هر 8 ۰۲ (:۱ 

۲ 

ب 


یی 
یت 


۱۱( ۴ ۵ ۷ 1۱ ۳ 
۱۲۱ ۸ ۱۱ ۱۳ ۱۷ ٩ 


۲ (سرعت و دقت خود را آزمایش کنید). دراین‌جا» چند جمع یا تفریق 
نوشته شده‌است که برخی درست و برخی نادرست‌اند. آیا می‌توانید» حداکثر 
در ۲ دفیقه. جمع‌ها و تفریق‌های اشتباه را پیدا کنید و نشانه بگذارید؟ اگر به 


بیش‌از ۲ دفیقه نیاز دارید» باید با تمرین» سرعت کار خود را بیفزایید. 


,۷ << ۸ - ۱۵ ,۳۳۲ < ۳۴+ ۱۶ ,۱۵ <- ۲۲ ۳ 
۱۳ ۲۳ات ربق رها ده 
۰ ح- ۱۳-۲ ,۲۸ - ۱۶4۹ ٩-۷,‏ ۱۶ 
ده ۱۵-۳ ,۲۵ د +۷۵4 .۶ << ۱۲-۶ 
۶ حد ۴ - ۷۱۲ ,۲۴ << ۵ + ۱٩‏ ,۱۳ - ۲ - ۱۵ 
دج ٩‏ - ۱۲ بل حد ٩‏ - ۱۳ ,ها ده ۵ + ۱۵ 


و ۱ 


۲۰٩۱۱ - ۰‏ ,۲۵ < ۱۸ + ۷ ,۲۲ <- ۱۷ + ها 
۰ عح< ۱۸-۸ ,۲۲ < ۱۵ + ۶ ,۲۲ < ۱۸ + ۲ 
۳ ح- ۱۸-۷ ۵ < ۱۲-۷ ,۱۱ << ۵ - ۱۶ 
۷۰ - ۱۳ + ۵ ,۱۳ < ۱۹-۶ ,۲۲ < ۷ + ۷ 
,۸ < ۵ -- ۱۳ ,۲۲ < 4+۶ ۱۶ ,۶ < ۱۱۴-۸ 
:۳ خد ۲ م ۱۶ ,۳۰ - +٩‏ ۱۴ ,۱۳ < ۴ - ۱۸ 
۲ ح-< ٩‏ +۱۲4 ,۱۴ < ۴ +۱۱ ,۲۵۶ < ۶ + ۱۳ 


2 


۹ (بازهم آزمایش سرعت و دفت). در این جدول» همه عددهای از ۱ 
تا ۵۱ نوشته شده‌است (که البته» به‌ترتیب تیستتل ۱ آیا می‌توانید آن‌ها را در 


کمتر از یک‌دقيقه‌ونيم به‌ترتیب پیدا کنید و بخوانید؟ اگر موفق شوید؛ سرعت 


00 


۴ (جست»جو و دقت). این سه شکل را» بدون این‌که قلم را از کاغذ 
جدا کنید و بدون این‌که دوبار از روی یک خط بگذرید» رسم کنید. 


دراین‌جا؛ هرستاره» به‌معنای یک رقم است. 


۶ مجموع سه عدد درست و مشت» برابر است با "رز (» عددی اول 
است)؛ درضمن» مجموع دوتا از آن‌ها» چهاربرابر سومی می‌شود. اين عدد 
سوم را پیدا کنید. 

۷ (دقت و اندکی حوصله). با ده رقم ۰0 ۰۱ ۳۰۲ ۴ ۵ ۶ ۷ 
۸ و ٩‏ دو عدد بسازید. به‌نحوی‌که از هررقم یک‌بار» وتنها یک‌بار استفاده 
شود؛ درضمن, این دو عدد» یکی مجذور (توان دوم) و دیگری مکب (توان 
سوم) یک عدد باشد (یعنی جذر اولی و کعب دومی باهم برابر پاشند). 

۸ رقم‌های از ۱ تا ٩‏ را از چپ به‌راست» بدون تکرار بنویسید. 


۱۳۳۱۷۱ ۱/۱۹ 


که حاصل کل آن برابر ۱۰ شود. 


۷ 
و ماه سل کفززء 
٩‏ روی وجه‌های یک مکعب. عددهای ۰۰ ۰۱ ۰۴ ۰۵ ۶ و ۸ نوشته 
شده‌است (روی هروجه یک عدد). سه موقعیت مختلف این مکعب؛ در 
شکل ۲ داده شده‌است. در هر شکل» عددی را پیدا کنید که روی وجه زیرین 


نوشته شلات 


۰ بین دو شهر۸ و 8 مسیرهای مختلف زیادی وجود دارد» ولی 
یکی از این مسیرهاء از بقیه کوتاه‌تر و به‌طول هزار کیلومتر است آن را بیدا 
کنید (شکل ۳). 

ام مقر بکن کال نان سته:افقسته کی اف تن در قاس کاررو 
جوش ‌کار. نام کر جک آن‌ها؛ بهروز؛ مزدک و سروش است. چلنگر از همه 
کوجکتر است و خواهر یا برادری ندارد. سروش که از تراش‌کار بزرگتر است 
با خواهر بهروز ازدواج کرده‌است. نام چلنگر تراش‌کار و جوش‌کار چیست؟ 

۲. ترکا» مذده» سهراب و رامین جوانانی هنرمندند. یکی در گروه 
باله کار می‌کند» دیگری نقاش است سومی آواز می‌خواند و چهارمی داستان 


۱۳ 


شکل ۳: کوناه‌ترین مسیر کدام است؟ 


می‌نویسند. دربارهُ آن‌ها» می‌دانیم : 

۱ توکا و سهراب؛ در سالنی که آوازخوان» برای نخستین بار؛ هنرنمایی 
می‌کرد » حاضر شده‌بودند. 

۲) مزژده و داستان‌نویس» باهم به دیدار نقاش رفته‌اند. 
دارد» دربارة توکاهم بنویسد. 

۴) توکا؛ هرگز چیزی دربارهٌ سهراب نشنیده است. 

جه‌کسی ب چه‌کاری مشغول انست؟ 


۱۳۴ 


انديشة مربوط به نظریهُ مجموعه‌ها و مفهوم آن؛ تا ژرفای همه 
شاخه‌های ریاضیات امروزی نفوذ کرده و به‌واقم» چهره آن 
را دگرگون کرده‌است» کسی نمی‌تواند نصور درستی دربارُ 
ریاضیات امروزی داشته‌باشد» مگر این‌که با مقدمه‌های نظريهة 
مجمرعه‌هاء آشنا باشد. 


پاول سرگه‌یه‌ویج الکساندروف 


5 ورود به مطلب 
هرگز اندیشیده‌اید که «جمع» یعنی‌چه؟» از همان زمانی که پشت نیمکت سال 
اول دبستان نشسته بودیم» تاامروز» کمتر پیش آمده‌است» روزی را بدون انجام 
«عمل جمع؛ بگذرانیم. «قاعدهٌ جمع کردن» را می‌دانيم و از کاربردهای آن 
آگاهیم؛ ولی خود «عمل جمع» را چگونه تعریف کنیم؟ 

اگر تلاش کنید تعریفی» برای عمل جمع. پیدا کنید» متوجه می‌شوید که 
ناچارید» به‌صورتی آشکار یا پنهان» از خود واه «جمع» یا واژه‌ای هم‌ارز آن 
استفاده کنید. 

جمع» یعنی افزودن چند عدد به یکدیگر ؛ 

روی هم‌ریختن عددها راء جمع گویند؛ 

عمل اضافه کردن واحدهای یک عدد به واحدهای عدد دیگر را جمم 
گویند: . 

نها با واژه‌ها بازی شده‌است؛ افزودن» روی هم ریختن اضافه کردن» 
همه این‌ها؛ به‌معنای «جمع کردن» هستند؛ مثل این است که بگوييم : 

جمع کردن عملی است که به آن عمل جمع گویند. 


۱۵ 


تازه‌ای ندارد و چیزی به آگاهی ما نمی‌افزاید. 

دشواری کار درکجا است؟ 

جمع؛ ساده‌ترین عمل ریاضی است. عملی ساده‌تر از آن وجود ندارد تا 
بتوان بانکیه برآن» جمع را تعریف کرد» درضمن» هیچ تعریفی را از «هیچ» و 
بدون هیچ دستگیره‌ای» نمی‌توان آغاز کرد. آنچه جمع را به‌شما می‌شناساند» 
خود «عمل جمع» است» نه تعریف آن. زندگی» عمل و نیازهای روزانه است 
که دری معنای جمع را در ذهن ما به‌وجود می‌آورد ِ 


پرخلاف واه «جمع» که معرف ساده‌ترین عمل در ریاضیات است؛ وازه 
«مجموعه»: مفهومی بسیار کلی است که نه‌تتها در ریاضیات و دانش‌های 
دیگر (مثل فیزیک زیست‌شناسی» اخترشناسی و غیره) که در زندگی روزانه 
هم کارپرد فراوانی دارد. درعین‌حال که «مجموعه» یک مفهوم کلی است 
مفهوم یا مفهوم‌هایی ساده‌تر از آن پیدا نمی‌شود که» با نکیه برآن‌ها» بتوان آن 
را تعریف کرد. از این‌بابت» می‌توان گفت که «مجموعه» هم مثل «جمع» 
یک مفهوم «مقدماتی» و غیرقابل تعریف است. 

به‌جای «مجموعه»؛ می‌شد از واژه‌هایی مثل «تیم» «کلکسیون». «گروه»» 
«خانواده»» «دسته»؛ «طبقه»» «فشر» و غیر آن استفاده کرد : 

- تیم والیبال مدرسه ما؛ 

- کلکسیون تمبر خسرو؛ 

- گروه کوه‌نوردان؛ 

خانوادة خط‌های راست موازی باهم؛ 

_ دسته تظاهرکنندگان ؛ 

طبقهٌ کارگران؛ 

قشر روشفگران؟ .... 


۱۶ 


به‌جای همه این وازه‌ها» می‌توانستیم از واژة «مجموعه» استفاده کنیم. 
ردیف کردن این واژه‌ها» مشکل ما را دربار تعریف مجموعه حل نمی‌کند. اين 
واژه‌ها؛ از یک‌طرف غنی بودن زبان محاوره‌ای را نشان می‌دهد و ازطرف‌دیگر» 
به‌حاطر کاربرد فراوانی که در گفت‌وشنودهای روزانه دارند» تصور مارا دربارة 
(مجموعه» روشن‌تر می‌کنند. 

ولی توجه کنیم: وارهٌ «مجموعه»؛ در زبان عادی؛ اندکی همراه با 
ابید م است و اغلب به‌معنای «خیلی» به‌کار می‌رود. وفتی می‌گویيم : «کاوه 
مجموعه‌ای از بهترین تابلوهای نقاشی را دراختیار دارد»» نه تعداد تابلوهای 
او و نه نوع اين تابلوها برای ما روشن نمی‌شود. يا اگر بشنویم : «مجموعه‌ای 
از هواداران تیم به ورزشگاه آمده بودند»» مثل این است که به ما گفته‌باشند : 
«خیلی از هواداران تیم در ورزشگاه جمع شده‌بودند». 

ولی در رباضیات؛ وقتی از وارهُ «مجموعه» استفاده می‌کنيم که بدانیم 
دران : 

۱) جه حیزهایی گردهم آمده‌اند ؛ 

۲ جگونه می‌توان آن‌ها را تشخیص داد یعنی چگونه می‌توان فهمید؛ 
فلان‌جیز » دراین «گردهم‌آیی» شرکت دارد پانه ؛ 

۳) آيا تعداد این جیزها» شمردنی است يا بی‌شمار است. و اگر شمردنی 
است؛ جندتا هستند؟ 

مثلاً» وقتی می‌گویيم : «مجموعهٌ عددهای فرد بین ۴۰ و ۰۵۰ معلوم است 
که 

۱) با عددهای فرد سروکار داریم؛ 

۲) این عددها باید از ۴۰ بزرگتر و از ۵۰ کوچکتر باشند؛ 

۳) آن‌ها را می‌توان شمرد تعداد آن‌ها برابر است با ۵. 

اکر نام این مجموعه را ۸ بگذاريم» می‌توانیم بنویسیم: 

۵۷ ۳۱:۴۳ < از 


۱۷ 


هميشه برای نشان دادن یک مجموعه از نشانة () استفاده می‌کنند. دربارة 
مجموعة ۸ می‌گویند : 

۱ ۰۸ مجموعه‌ای با پایان (یا متناهی) است؛ یعنی از جایی آغاز شده 
و درجایی به پایان رسیده است؛ 

۲) هرکدام از عددهای ۰۴۱ ۰۴۳ ۰۴۵ ۴۷ يا ۰۳۹ یک عضو مجموعة 
۸4 است. 

۳) عددی عضو مجموعهٌ ۸ است که عددی درست و فرد باشد؛ 
درضمن از ۴۰ کوچکتر یا از ۵۰ بزرگتر نباشد. 


58 نماد عضو بودن و نماد عضو نبودن 


در مثال بالا » برای این‌که بنویسید: ۴۷ عضوی از مجموعهٌ ۸ است؛ از نماد 
استفاده می‌کنيم : 


(۴۹ ,۴۷ ,۴۵ ,۴۳ :1۴۱ ع ۴۷ یا ۸ ع ۲۷ 


نماد ۶ راهم؛ برای عضو نبودن به‌کار می‌بريم : ۸ 2 ۰۱٩‏ 

درحالت اول» می‌خوانيم : ۴۷۰ عضو مجموعة ۸ است» یا ۴۷۰ متعلق 
به مجموعه ۸۱ است». 

درحالت دوم: ۱٩:‏ عضو مجموعه ۸ نیست». یا ۰۱۹۰ متعلق به 
مجموعه ۸ نیست». 

[برخی از نویسندگان کتاب‌های ریاضی» برای «عدم عضویت» از نماد 

استفاده کرده‌اند.] 

به‌همین‌مناسبت ؛ نماد ع را» «نماد عضویت» یا «نماد تعلق»؛ و نماد # 
[یا )] دا «نماد عضو نبودن» یا «نماد عدم تعلق» نامیده‌اند. 

مثال‌هایی از عضویت : 

- تهران عضوی از مجموعة شهرهای ایران است. 


_ «ب» عضوی از مجموعه حرف‌های زبان فارسی است. 

- زمین عضوی از مجموعه سیاره‌های دستگاه خورشیدی است. 

مثلث متساوی‌الاضلاع با ضلم به‌طول ۵ سانتی‌متر» عضوی از مجموعه 
مثلث‌های متساوی‌الاضلاع است. 

- مربم» عضوی از مجموعه چهارضلعی‌هاست. 

_ عدد ۰۱۸۹٩‏ عضوی از مجموعهة عددهای بخش‌پذیر بر ٩‏ است. 

که در این نمونه‌ها؛ تنها سه مثال آخر» به مجموعه‌های ریاضی مربوط 

معمول شده‌است که خود مجموعه را؛ با یکی از حرف‌های بزرگ 

2 
۳ 


و عضو یک مجموعه را با حرف‌های کوچک لاتینی : 


ی 


۶ مجموعه معین 
دیدیم» عضوهای یک مجموعه به‌یاری رفتار آن‌ها - ویا دقیق‌تر : به‌یاری 
ویذگی‌های مشترک آن‌ها - مشخص می‌شوند. رفتار عضوهای یک مجموعه 
وا ویاگی‌های مشترک آنهاء باید طوری معین شود که 

۱) هم عضوهای مجموعه را دربر گیرد؛ 

۲) معرف هیچ چیزی» غیر از عضوهای مجموعه نباشد: 

۳) دربارٌ عضویت يا عدم عضویت یک‌چیز به مجموعه موردنظر» تردید 
اینچاد: نکند. 


۱۹ 


در چنین وضعی؛ مجموعه را معين می‌ناميم. در ریاضیات مقدماتی و 
درآغاز بررسی مجموعه‌ها تنها با مجموعه‌های معین سروکار داریم. 

مثال ۰۱ «مجموعه عددهای کوچکتر از ۱۰۰ که بر ۲ و ۳ و ۵ بخش‌پذیر 
باشند»» یک مجموعه معین است. اگر این مجموعه را ۸ بنامیم» داریم: 


9 ۳۰۶۰ ٩۰| 


این مجموعه. سه عضو دارد و هیچ ابهامی در تعیین عضوهای آن پدید 
نمی‌آید. 

مثال ۲. «مجموعة مثلث‌هایی که عیلامی‌ها» در کتیبه‌های خود رسم 
کرده‌اند»» یک مجموعةٌ معین نیست» زیرا؛ ازیک‌طرف؛ به همه کتیه‌های 
بافی‌مانده از عیلامی‌ها دسترسی نداریم و. ازطرف‌دیگر» بسیاری از کتبه‌های 
این قوم ازبین رفته است و هرگز دراختیار ما قرار نمی‌گیرد. 

همچنین؛ «مجموعهٌ سیاره‌های کوچک و بزرگی که به‌دور خورشید 
می‌جرخند» یک مجموعه ناأمعین است. درواقم؛ به‌جز سیاره‌های بزرگ (یعنی 
عطارد؛ زهره» زمین؛ مریخ» مشتری؛ زحل» اورانوس» تون و پلوتون)؛ 
سیاره‌های کوچکی هم به‌دور خورشید می‌چرخند که نزدیک به ۱۶۰۰ عدد 
از آن‌ها. تاکنون شناخته شده‌اند و به سیارک» یا آستروئیده موسوم‌اند و) 
با مجهزتر شدن ابزارهای مشاهده روزبه‌روز برتعداد آن‌ها افزوده می‌شود. 
برخی از این سیارک‌ها - مثل «سه‌رس» «پالاس» و غیره تا صدها کیلومتر 
قطر دارند» درحالی‌که قطر برخی از یک کیلومتر تجاوز نمی‌کند. تاکجا باید» 
این سیارک‌ها را عضو مجموعه دانست؟ به‌جز اين» معلوم نیست؛ سیاره‌های 
بزرگ دستگاه خورشیدی» به پلوتون ختم شده باشند. همین چندی‌پیش اطلاع 
دادند» نشانه‌هایی از یک سیارهٌ دستگاه خورشیدی» در فاصله‌ای بسیار دورتر 
از بلوتون» بیدا شده‌است. 


این » مجموعه‌ای نامعین ای و در «ریاضیات مقدماتی»؛ هو زرد بررسی 


قرار نمی‌گیرد. 
۵8 مجموعه‌های با پایان و مجموعه‌های بی‌پایان 
این مجموعه‌ها را درنظر می‌گيريم : 


و 
۲ مجموعه /؛ عددهای اول بین ۲۰ و ۵۰: 
۳۱( :از 
۳ مجموعهة عددهای زوج؛ که آن را 7 می‌نامیم : 


6 -- ۲,۴,۶, ۱۰,.۰.۰[ 


۴ مجموعه عددهای بخش‌بذیر بر ۱۷ و مخالف صفر (مجموعة ۸۷): 


۵ ۳۱ ۱۷ 4ج زر 


دور مجموعه ۸4 ۲ 3 با دور مجموعه 1 و ۸۷ تفاوتی اساسی باهم 


دارند. دز مجموعه‌های ۸ ۴ ۳2 تعداد عضو‌ها محدود است ‏ ۳ دارای 4 


عضو و 17 دارای ۵ عضو است. این گونه مجموعه‌ها را» مجموعه‌های بابایان 


(يا مجموعه‌های محدود یا مجموعه‌های متناهی) گویند. 


در مجموعه‌های ۸ و ۸۷ (با این‌که می‌توأنيم بنهمیم» کدام عدد» عضو 
مجموعه 1 یا ۸۷ است و کدام عدد عضو این يا آن نیست) نمی‌توانیم 


هم عضوها را نیسیم» زا ادها بی‌هایت»است+بعنی ايرد 


و ۰ به‌همین جهت ۰ آن‌ها را مجموعه‌های بی‌بایان (یا مجموعه‌های نامحدود ) 


یا مجموعه‌های نامتناهی) گویند. سه نقطه‌ای را که بعد از جملهٌ ۱۰ در 
مجموعة 17 و بعد از جملهٌ ۸۵ در مجموعهٌ 7۷ گذاشته‌ايم» به‌معنای این 
است که» دراین مجموعه‌ها. جملهٌ آخر وجود ندارد و تاهرجا پیش برویم 
باز هم جمله‌های بعد از آن‌ها وجود دارد. 

یادداشت. به این نکتة مهم توجه کنید که» در یک مجموعه» عضو 
تکراری؛ عضو جدید به‌حساب نمی‌آید. هرعضو تنها یک‌بار نوشته می‌شود 
و اگر در مجموعه‌ای» یک یا چند عضو دو یا چندبار نکرار شده‌باشند؛ 
می‌توان از عضوهای تکراری صرف‌نظر کرد. مثلاً مجموعة 


71 << 
5 << 4۵۲۵ ۷۵ 


فرقی ندارد» اگرچه در مجموعه ۰7 عدد ۵ سه‌بار تکرار شده‌است. دو 
مجموعهُ ۸ و 7 باهم برابرند. درواقم دو مجموعه» وقتی برابرند که» هرعضو 
مجموعه اول » عضوی از مجموعه دوم ؛ هرعضوی از مجمرعة دوم» عضوی 
از مجموعه اول باشد. 

دراین‌جا می‌توانيم بنویسیم : 


۸ < 


هیچ نقسی ندارد : 


)۳, ۵,۷,۱ << ۵, 


۳۳ 


البته در مجموعه‌های بی‌بایان» منطقی‌تر این‌است که ردیف را رعایت 
کنیم» نه به‌این‌خاطر که اگر ردیف جمله‌ها را عرض کنیم» مجموعه تغییر 
می‌کند» بلکه به‌این دلیل که بتوانیم ازروی ردیف جمله‌ها؛ قانونی را که برآن‌ها 
حاکم است؛» بفهمیم و بتوانیم جمله‌های بعدی را (که نوشته نشده است) 


8 شکل دیگر نوشتن یک مجموعه 


پرای نوشتن یک مجموعه می‌توانیم؛ به‌جای این‌که تک‌تک عضوهای آن را 
نام ببریم (کاری که تا این‌جا کردیم)» ویژگی مشترک عضوهای آن را ذکر 
کنیم. این مجموعه را درنظر بگیرید: 


۸ < )۱,۳,۵,۷,۹( 


عضوهای این مجموعه دو ویژگی مشترک دارند: ۱) همه آن‌ها عددهایی 
فردند؛ ۲) همه آنها عددهایی یک‌رقمی‌اند. به‌این‌ترتیب» اگر بگوییم : عددهای 
فرد یک‌رقمی» عضوهای مجموعه ۸ را تشکیل داده‌اند» توانسته‌ايم مجموعه 
۸ را به‌طور کامل معرفی کنیم. 

چون عضوهای مجموعه را با حرف‌های کوچک الفبای لاتینی نشان 
می‌دهند؛ » را نامی عمومی برای هرعضو مجموعه ۸ انتخاب می‌کنیم و 
مس پو یشیم : 

۰01 عدد فرد یک‌رقمی است 16 < ۸ 

که البته» آن را به‌این‌صورت هم می‌توان نوشت : 


( و هی با اه ع ۸ 


اکنون» اين مجموعه را درنظر بگیرید : 
۳1 ۳ عد بر 


۳ 


این مجموعه دو عضو دارد : ۳ و ۳ که قرینه یکدیگرند. سس می‌توان 
نوست ؛ 


۹1 سب ۳1 جع ور 


از این روش» برای نوشتن مجموعه‌های بی‌پایان هم می‌توان استفاده کرد. 
اگر مجموعه‌ای» شامل همه عددهای زوج (مثبت) باشد و مجموعه را با ۲ 
نشان دهیم. می‌توان یکی از دوصورت زیر را برای معرفی آن انتخاب کرد : 


۲۱ ٩۱, ۲ 
۲ < 19 < ۱۵,۸ ۲ 


دراین‌جا منظور از ال مجموعهٌ عددهای طبیعی است؛ یعنی اگر ۸ عددی 


مجموعةُ یکانی و مجموعة تهی 
وا مجموعه. در زبان عادی» به‌معنای «خیلی» و «بسیار» است. وفتی 
می‌گویيم : فرهاد. مجموعه‌ای از کتاب‌های ریاضی را جم‌آوری کرده‌است» 
به‌طور طبیعی» در ذهن ماء چند کتاب (و بی‌تردید» پیش از دو کتاب) مجسم 
می‌شود. ولی در ریاضیات می‌توان با مجموعه‌هایی سروکار داشت که تنها 
یک عضو داشته‌باشند ویا» حتی» عضوی نداشته‌باسند. 

مجموعه‌ای را که تنها یک عضو داشته‌باشد مجموعه یکانی و مجموعة 
بدون عضو را؛ مجموعه تهی می‌گویند. 

برای مجموعهٌ تهی» نماد خاصی هم درنظر گرفته‌اند : ۸۵. 

چند مثال 

۱) مجموعة حرف‌های نقطه‌دار در واه «مژده». اين» یک مجموعه یکانی 
است» زیرا «مژده» تنها یک حرف نقطه‌دار دارد: «ز4. 


۳۴ 


۲) مجموعه جواب‌های معادله ۶ < ۰17 این هم یک مجموعه یکانی 
است؛ معادلهٌ ۶ < ۲۶ تنها یک جواب دارد: ۲ < . 

۳ مجموعه حرف‌های نقطه‌دار ؛ در واژهُ «ره‌آورد»» یک مجموعه تهی 
است: در وازهٌ «ره‌آورده» حرف نقطه‌دار وجود ندارد. 

۴ مجموعهٌ عددهای اول بین دو عدد ۴ و ۰۱۲۶ یک مجموعه تهی 
است» زیرا بين این دوعدد» عدد اول پیدا نمی‌شود. دروافم» بین دو عدد 
۴ و ۰۱۲۶ شش عدد فرد وجود دارد (عددهای زوح اول نبستند» جون 
پر۲" بخش‌پذیرند) : 

۱ ۱۵۶۰ ۱۱۷۰ ۱۱۹: ۷۱۲۱: ۱۷۵ 


که هیچ‌کدام از آن‌ها؛ اول نبستند: ۱۱۵ و ۰۱۲۵ بر۵ بخش‌پذیرند» ۱۱۷ و 
۳ بر ۳ بخش‌پذیرند؛ ۱۱۹ بر۷ و ۱۲۱ بر۱۱ بخش‌پذیر است. بنابراین؛ 
مجموعه عددهای اول بین دو عدد ۱۱۴ و ۰۱۲۶ یک مجموعه تهی است. 

#یادداشت. دو نکته را دربار؛ مجموعه تهی یادآور می‌شویم: اول 
این‌که» ممکن است؛ مجموعه نامعین باشد و نتوانیم حکم کنیم آیا مجموعة 
مفروض» تهی است یانه! 

مثلاً فرضیه‌ای وجود دارد (فرضیه فویرباخ) که هرعدد زوج را می‌توال 
ب‌صورت مجموع دو عدد اول نوشت. ولی اين فرضیه ثابت نشده است. 
بنابراین نمی‌دانیم «مجموعهٌ عددهای زوجی که آن‌ها را به‌صورت مجموع دو 
عدد اول نمی‌توان نوشت»» یک مجموعه تهی است یانه! 

همچنین فرضیه‌ای وجود دارد (فرضیه کوجک‌یور) که بنابرآن؛ هرعدد 
طبیعی برابر است با نصف مجموع دو عدد اول که نسبت به آن عدد طبیعی؛ 
هم‌فاصله‌اند. مثلا 


۱ ۱ 
(۱۷ ۰ :| ۱۴۳ ت یز ۱۵ 


۲ ۵ 


درضمن» فاصله ۱۰ تا ۰۷ برابر است با فاصله ۱۰ تا ۰۱۳ با فاصلهٌ ۳ تا 
۵ پرابر است با فاصله ۱۰ تا ۰۱۷ همچنین 


۱ 


أ 


۱ 
۲۹ < -)۱۷ + ۴۱(: ۱۰۰ ع<‎ -)٩۷ + ۱۰۴( 


> | 


۱ ولی جون این فر ضیه ثایت نسله۵‌است ) نمی‌دانیم» مجموعه عددهایی که 


نتوان آن‌ها را به‌این‌صورت نوشت. تهی است یانه! 

نکته دوم این‌که تنها یک مجموع تهی وجود دارد؛ یعنی همه مجموعه‌های 
تهی باهم براپرند. 
مجموعه دانش‌آموزان سه‌ساله سال اول دبیرستان» با مجموعة عددهای 
کوچکتر از ۲۰ که بر۳۱ بخش‌پذیر باشند» دو مجموعه متفاوت نیستند. 


برای نشان دادن یک مجموعه می‌توان از یک شکل مستوی که دوره‌ای بسته 
داشته‌باشد. اینتفاده کرد. همان‌طور که در شکل ۴ می‌بینید» انن شکل: 
می‌تواند هرشکل مستوی دلخواهی باشد» ولی معمول شده‌است. برای نمایش 


شکل ۲: شکل‌های هندسی؛ برای نمایش مجموطه‌های ۸ 8 و 0 


هندسی یک مجموعه - که به آن نمودار ون آن مجموعه گویند - از دایره 
۱ 
استفاده کنند. 


۳۶ 


۱۹ 


شکل ۵: ۸۸ مجموعه عددهای یک‌رفمی ژ1؛ مجموعه عددهای طبیعی 


اغلب ضرورتی پیدا نمی‌کند» عضوهای مجموعه را در درون دایره‌ای که 
برای نمایش هندسی آن رسم کرده‌ايم» بنویسیم يا نقاشی کنیم» زیرا نمودار ون 
یشتر برای درگ قانوهایی که بریستگی دویا چنذ مجموعه» نسبث بههم حاکم 
است؛ به‌کار می‌رود» نه نمایش یک مجموعه. باوجوداین» گاهی لازم می‌شود» 
عضوهای مجموعه را مشخص کنیم (شکل ۵) که؛ دراین‌صورت باید آن‌ها 
را نام ببریمی یا ویژگی مشترک آن‌ها را بنویسیم. برای نخستین‌بار لئونارد اولر 
(۰)۱۷۸۳-۱۷۰۳ برای نمایش یک مجموعه از شکل‌های هندسی استفاده 
کرد» ولی جون ون (۱۹۲۳-۱۸۳۴) بود که با کاربرد فراوان نمایش هندسی 
مجموعه. در نوشته‌های خود آن را عمومی کرد؛ به‌همین مناسبت است که 


به این نمایش هندسی» نمودار ون می‌گویند. 
به وارهُ «بالین» توجه کنیم. این واژه» مجموعه‌ای از بنج حرف الفباست : 
اب اه این ) < ۸ 


اکنون تلاش کنید واژه‌های دیگری» با چند حرف از اين پنج حرف بسازید که 


۳۷ 


با یک حرف نمی‌توان واژه‌ای ساخت. ولی واژه‌های (معنی‌دار) 
دوحرفی» سه‌حرفی» چهارحرفی و پنج‌حرفی را دراین‌جا آورده‌يم : 

موحولی | لب؛ آب: نی؛ پل 

سه‌حرفی : بال» نیل بنا» بلا» نای» بیل؛ ناب؛ 

چهارحرفی: یلان» لبان؛ 

پنج‌حرفی : بیلان. 

روشن است» اگر به‌معنای واژه‌ها؛ اهمیت ندهیم» فهرست واژه‌های 
ما» خیلی درازتر می‌شود. 

مجموعهة ۰۸ شامل پنج حرف بود ب؛ ۱» ل» ی و ن. در واژه‌هایی که 
درست کردیم؛ از هیچ حرف دیگری به‌جز همین پنج حرف استفاده نکردیم. 
در نظریة مجموعه‌ها» هریک از واژه‌های جدید را زیرمجموعه‌ای از وازه 
«بالین» می‌گویند. 

۱ به این نکته‌های مهم توجه کنید : 

۱( در ریاضیات. به‌معنای واژه‌ها توجه نمی‌کنيم» بنابراین باید همه 
واژه‌هایی را که می‌توان با این پنجم حرف ساخت؛ زیرمجمو ها ۸ 
بمحساب آوریم: حتی زیرمجموعه‌های «یک‌حرفی؛ 

۲( وازه «پیلان» شامل سیم حرف مجموعه ۸ است و دروافع » 
ازنظر ریاضی» با مجموعُ ۸ برابر است» باوجوداین؛ می‌توان آن‌راهم 
زیرمجموعه‌ای از ۸ دانست. 

۲ دو وارهُ «بال و بلا» و همچنین» دو وازهٌ «ناب» و «بنا»» ازنظر 
ریاضی دو مجموعة مختلف نیستند» زیرا عضوهای یکی با عضوهای 
دیگری» تفاوتی ندارد. 

۴ در شناسایی زیرمجموعه» بهتر است بگوییم : باید شامل هیچ 
عضوی» جز عضوهای مجموعه اصلی نباشد؛ دراین‌صورت مجموعه تهی 


۳ ۸ 


هم زیرمجموعه‌ای از مجموعه گر استتا 
هرعضور زو درصسمن ؛ عضوی از مجموعه ۸ پاسكد. 

بنابر اين تعریف: هرمجموعه‌ای را می‌توان زیرمجموعه‌ای از خودش 
داست ؟ در ضمن ا مجموعه بهی ) زیرمجموعه هرمجموعه دلخواه آستنته: 

به مثال‌هایی از ریاضیات پپردازيم. این مجموعه را درنظر می‌گيريم : 


]« - )۱,۳,۵( 


ببینیم» مجموعة "» چند زیرمجموعه دارد. 

۱) مجموعه بدون عضو یعنی مجموعه تهی : ۵؛ 

۲) سه مجموعة یک‌عضوی: (۰)۱ (۰)۳ (۵) 

۳ سه مجموعه دوعضوی: ۱,۳۱؛ (۵ ,۰1۱ (۳,۵؛ 

۴ یکافتتی خا ماوق 3 ۱,۲,۵ 4. 

روی‌هم ۸تا. مجموعه ۲ دارای ۸ زیرمجموعه است. 

اکنون» ببینيم» مجموعة زیر که دارای چهار عضو است؛ چند زیرمجموعه 
دارد : 


ای ت:( 


همه زیرمجموعه‌های "۰ زیرمجموعه‌های () هم هستند» ولی اگر به‌هریک 
از زیرمجموعه‌های مجموعة ]۰ عضو ۷ را اضافه کنیم زیرمجموعه‌های 
جدیدی برای () به‌دست می‌آید : 

۱ اگر به‌عضوهای مجموعه تهی» عضو ۷ را اضافه کنیم مجموعة 
یکانی (۷) به‌دست می‌آید؛ 

۲ اگر به هریک از سه مجموعةٌ یک‌عضوی عضو ۷ را اضافه کنیم 
سه مجموعة دوعضوی (۰)۱,۷ [۳,۷) و (۵,۷) ب‌دست می‌آید؛ 


۳۹ 


شکل ۶ 


۱ ۳( با اضافه‌کردن عضو ۷ به هرکدام از مجموعه‌های دوعضوی: سه 
زیرمجموعه تازه برای 2) بیدا می‌شود که هرکدام سه عضمر دارند: 


)۱:۳,۷(, ۱:۵: ۳,۵۷ 


۱ ۴) با اضافه‌کردن عضو ۷ به مجموعه سه‌عضوی (۲,۵ ,۰1۱ مجموعة 
چهارعضوی [۷ ,۵ ,۱۳ نتیجه می‌شود. 

به‌این‌ترتیب» مجموعةٌ (0» به‌جز ۸ زیرمجموعة "۰ ۸ زیرمجموعة دیگر 
هم دارد» روی‌هم ۴ زیرمجموعه. 

زیرمجموعه را با نماد > نشان می‌دهند» مثلاً درمورد مجموعه‌های *[ و 
4 می‌توان نوشت : 
:1۳ 
در نمایش هندسی» وقتی‌که مجموعه‌ها را با نمودار ون تشان دهیم؛ دو مجموعة 
۲ و (4 به‌صورت شکل ۶ (2 یا ) نشان داده می‌شوند: در شکل 2-۶ 
تنها نام دومجموعه آمده‌است» ولی در شکل ۶« عضوهای دومجموعه 
مشخص شد‌اند. 

همچنین می‌توان نوشت 


و ۱۱ 


گاهی‌همء بنابه‌ضرورت؛ می‌نویسند : 
مر د 0 


چند نتیجة ناشی از تعریف زیرمجموعه 
تما زیرهجموعه برگشت‌پذیر نسستا 6 یی گر ۸ زیرمجموعه‌ای 


درستی این حکم روشن است؛ اگر داشته‌باشیم : 


ا 1 ده روا زوا ۸ 


روشن است که 1 ۰ : زیر هرعضو ۸ رت یا ع) درضمن عضوی از 1۶ 
است؛ ولی 11 زیرمجموعة ۸ نیست» زیرا حرف ۵ (که عضوی از مجموعه 
است) دربین عضوهای مجموعه ۸ دیده نمی‌شود. 

۲ اگر درمورد دو مجموعه ") و (]۰ نماد > برگشت‌بذیر باشد» 
یعنی اگر ( > و ) ) ( آنوقت ") و (7: دو مجموعه پرابرند: 
ارارعد راز 

۳ نماد ) سرایت‌بذیر است» یعنی از لا > ۸ و ۶ ) 1 نتیجه 
می‌شود: 0 ۲ ۸. مثلاً فرض کنیم : 

۸ مجموعهة عددهای بخش‌پذیر بر ۴؛ 

میم نان بت لیر ۳۳ 

۷ مجموعهٌ عددهای طبیعی. 

رزشن است که ظ > 4د (خرغدتق که بر ۲ بخش‌پلیر باشدة بر۲ قم 
بخش‌پذیر است) و 4 > 1 (هرعدد بخش‌پذیر بر ۰۳ یکی از عددهای 
طبیعی است) ؛ درضمن ") ) ۸ (هرعددی که بر۴ بخش‌پذیر باشد عددی 


طبیعی است). 


۳1 


.۱ مجموعه مادر و مجموعهٌ متمم 
اگر مجموعة همه عددهای طبیعی را 0 بنامیم 


و م۷ ۱۱ج 
آن‌وقت مجموعه 17؛ که شامل همه عددهای زج (بخش‌بذیر بر ۲) امستة: 
و ۲ 2 1 


زیرمجموعه‌ای از آن است: 0 ]) ]؛ یعنی هرعضو ]۰ درضمن عضوی 
از ) است؛ به‌زبان‌دیگر عضوهای مجموعه 7 را ازبین عضوهای مجموعة 
۲ ۱ 
9 انتخاب کرده‌ايم ؛ به‌همین مناسبت می‌توان مجموعهٌ ) را؛ مجموعه مادر 
یا مجموعه مرجع نامد. 
۱ هرمجموعه‌ای را می‌توال مجموعه مادر » برای هریک از زیرمجموعه‌های 
خرد داست. 
دهیم) آن‌چه باقی می‌ماند» خودش یک مجموعه است: مجموعه عددهایی 
که بر۲ بخش‌پلیر نیستند» یعنی مجموعهٌ عددهای فرد. اگر مجموعهٌ عددهای 
فرد را ] بنامیم آنوقت ۲ را متمم مجموعه 3 نسبت به مجموعةٌ مرجع ) 
گویند. البته» نسبت به مجموعه مرجع 6 مجموعة 3 هم متمم مجموعة 
به‌جای واره متمی ۱ می‌توان از واره تفاضل استفاده کرد و نوشت : 


و حد ‏ - ر) پا بر حد وار - ار 


درشکل ۷ بخش سایه‌خورده نمايندة مجموعه متسم یا تفاضل دو 
با مستطیل نشان داده شود ولی همان‌طور که بیش‌ازاین گفتيم. برای نمودار 


۳ 


غیرمرجم) از هرشکلی می‌توان استفاده کرد. 


۱ ۱ . اند کی پیسستر دربارة مجمو عه‌ها 
به‌ویژه» از زمانی که زنون» برای به‌کرسی نشاندن فلسفة استاد خود؛ پارمنیدس 
(که معتقد بود» در جهان» حرکتی وجود ندارد و آن‌جه به‌نام حرکت 
شناخته‌شده‌است» تنها تصوری ذهنی است)» جهار استدلال شبه‌ریاضی 
برای اثبات «بی‌حرکتی» آورد» همهٌ ریاضی‌دانان (وهم فیلسوفان) از طرح 
مفهوم «بی‌نهایت» یا «نامتناهی» فرار می‌کردند. ارسطو هم معتقد بود که خود 
وا بی‌نهایت» همراه با تناقض است و نزدیک به دوهزارسال بعد» مگل 
فیلسوف آلمانی هم بی‌نهایت را مفهومی می‌دانست که باخودش درتضاد 
است. 

درواقع؛ زنون» استدلال‌های خود را» با استفاده از مفهوم بی‌نهایت (چه 
بی‌نهایت کوچک و چه بی‌نهایت بزرگ) گذاشته بود. یکی از استدلال‌های او 
را می‌آوریم. 

اگر قهرمان دو؛ از لاک‌پشت عقب باشد» هرگز نمی‌تواند به لاک‌پشت 


یر ستأب . 
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زنون استدلال می‌کرد» درمدتی‌که فهرمان فاصله اولیهٌ بین خود و 
لاک‌پشت را می‌پیماید لاک‌پشت اندکی جلو رفته‌است و بنابراین؛ قهرمان ما 
باید اين فاصلُ جدید را هم بپیماید. ولی با پیمودن آن باز هم لاک‌پشت 
فاصلهٌ دیگری را (هرقدر کوچک) جلو رفته‌است. بنابراین» باز هم فاصله‌ای 
برای قف مایا می‌ماند که بابذ طی کند. این استدلال را می‌توان تا م‌نهایت 
ادامه داد برای این‌که فهرمان به لاک‌بشت برسد» به بی‌نهایت زمان نیاز دارد؛ 
یعنی هرگز به او نمی‌رسد. 

البته» استدلال‌های زنون بعدها (والبته خیلی بعد) چه ازنظر ریاضی و 
جه ازنظر فلسفی رد شد ولی تامدت‌ها ریاضی‌دانان و فیلسوفان را ازنزدیک 
شدن به مفهوم بی‌نهایت» ترسانده بود. 

باوجود این کارهای ریاضی نیوتون و لایب نینس و دیگران تاحد زیادی 
این ترس را کنار زده بود» ولی یک بررسی جدی ریاضی لازم بود تا عمل 
کردن با نامتتاهی را در فلمرو ریاضیات فرار دهد 

و اين؛ کانتور (۱۹۱۸-۱۸۴۵ میلادی) بود که. با وارد کردن مفهوم 
مجموعه و به‌ویژه کشف فانون‌مندی‌های حاکم برمجموعه‌های نامتناهی» بحث 
مربوط به بی‌نهایت» را به حبطةٌ ریاضیات درآورد و بخش عمده‌ای از گیرهای 
ذهنی فیلسوفان و ریاضی‌دانان را» به‌یاری استدلال‌های منطقی و ریاضی. 
برطرف کرد. 

بحث مربوط به مجموعه‌ها و قانون‌های حاکم برآن به‌تدریج برتمامی 
ریاضیات سایه افکند و ازطریق آن» سایر دانش‌ها را زیرنفوذ خود گرفت و به 
ابزاری تبدیل شد که بدون آن» پیشرفت ریاضیات ناممکن به‌نظر می‌رسید. 

ولی باید به یاد داشت که برای استفاده از مفهوم مجموعه. باید 
برقانون‌های حاکم برآن و برروش «حساب مجموعه‌ها» (وبا به زبانی دیگر 
اجبر مجموعه‌هاه) تسلط داشت. تنها با به‌کار بردن واه مجموعه» مشکل 
حل نمی‌شود. بودند و هستند مژلفانی که مثلاً به‌جای واژ؛ «خحط» از وازه 


. 


ترکیبی «مجموعه نقطه‌ها؛ استفاده می‌کنند و يا به‌جای «دنبالة عددهای طبیعی»؛ 
اصطلاح «مجموعه عددهای طبیعی» را به‌کار می‌برند و یا به‌جای این‌که بگوپند 
«مکان هندسی نقطه‌هایی از صفحه که .۰.۰.۰ می‌نویسند «مجموعه نقطه‌هایی از 
صفحه که ...». ولی اين؛ هیچ دشواری جدی ریاضیات را حل نمی‌کند وتنها 
می‌تواند موجب شگفتی خواننده شود که: مگر واژه‌ها و اصطلاح‌های قبلی 
یی داشت که باید آن‌ها را کنار بگذاریم و به‌ژور وازه «مجموعه» را در 
جمع‌بندی‌های خود وارد کنیم؟ 

و.و.سایز (۰)۷۷۰۲۷.52۷[65 ریاضی‌دان و مربی براعتبار انگلیسی 
در بیش گفتار کتاب «مسیر ریاضیات جدید» (که در حدود سال ۱۹۷۰ میلادی 
چاپ شد). با اندوه دربارهٌ این ساده‌اندیشی صحبت می‌کند. او می‌نویسد: 

«درمیان مسئولان بانفوذ آموزش دییرستانی؛ به عدةُ کمی می‌توان برخورد 
که دیدی وافع‌بینانه داشته‌باشند. برای بر کردن شکاف‌هایی که در آموزش 
ریاضی وجود دارد» تلاش جدی انجام نمی‌گیرد؛ بلکه به‌طور ساده» این 
شکاف‌ها را می‌پوشانند و پنهان می‌کنند» درست همان‌طور که ترک‌های دیوار؛ 
با کاغد دیواری تازه‌ای پوشانده می‌شود. نوسازی برنامه‌ها» به‌جای این‌که 
اندیشه‌های تازه‌ای بیاورد (که البته به زمان بیشتر و درک بالاتری نیاز دارد) 
منجربه ورود اصطلاح‌های تازه‌ای در ریاضیات دبیرستانی شده‌است. هرجا 
فرصتی دست دهد از وارهٌ «مجموعه» استفاده می‌شود و آنوقت» گمان 
می‌کنند» جزو پیش‌گامان پژوهش‌های آموزشی درآمده‌اند. اين واژه چنان 
صورت پررمر و افسانه‌ای بیدا کرده‌است که به‌کلی از اعتبار افتاده و مفهوم 
وافعی خود را از دست داده‌است . , .4. 

نظریه مجموعه‌ها یک زبان است. زبانی است برای بیان مفهوم‌سا و درک 
قانون‌هایی که برطبیعت و جامعه حکومت می‌کنند. برای استفاده از این زبان؛ 
باید آن را یاد گرفت و برقاعده‌ها و عمل‌های مربوط به آن مسلط شد. خود 


۳۵ 


واه مجموعه به‌تنهایی از عهدهٌُ برطرف کردن هیچ مشکلی برنمی‌آید. 
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کانترر» به‌توصيه استاد ریاضی خود؛ روی موضوعی کار می‌کرد که 
زمانی؛ فوریه» ریاضی‌دان بزرگ فرانسوی؛ آن را آغاز کرده‌بود؛ درهمین 
پژوهش‌ها پود که کانتور» به نظريةٌ مجموعه‌ها رسید (و به‌ویژه» مقايسة 
مجموعه‌های بی‌بایان). 

کانتور» به‌جز کشف‌های دیگر خود. به یک موفقیّت اساسی رسید: 
مقایسة مجموعه‌های بی‌پایان. او روشن کرد که برخی از مجموعه‌های بی‌پایان؛ 
هم‌ارزند و برخی دیگر هم‌ارز نیستند. به‌زبان دیگرء «تعداد» عضوها در برخی 
از مجموعه‌ها؛ یکی است (که آن‌ها را مجموعه‌های هم‌توان نامید) و برخی از 
مجموعه‌ها نسبت به برخی دیگر «فشرده‌تر» هستند» یعنی توان بالاتری دارند. 

گالیله» درزمان خود معتقد بود که» اگر دو مجموعة بی‌پایان را باهم 
مقایسه کنیم به تناقض برخورد می‌کنیم» زیرا تعداد عددهای طبیعی با تعداد 
عددهای زوج (که زیرمجموعه‌ای از عددهای طبیفی است) پرابر درمی‌آید. 
ولی کانتور» درست از همین‌جا آغاز کرد و نتیجه گرفت؛ در مجموعه‌های 
بی‌پایان» این هم‌توانی» امری طبیعی است و هیچ تناقضی درآن وجود ندارد. 

وقتی‌که گاوس ریاضی‌دان پرکار و پرنبوغ آلمانی؛ روی مقدار عدد «یی؛ 
بحث می‌کرد» معتقد بود» اگر ۲ را به‌صورت دنباله‌ای از عددها بنویسیم. 


مه و نا اک با ی( 
که باید مجموعه‌ای بی‌پایان از عددها و عمل‌ها را درنظر بگیریم؛ به تناقض 


برمی‌خوریم (زیرا هرگز نمی‌توانيم به اين تعداد بی‌پایان عددها و عمل‌ها 
دسترسی بیدا کنیم) و» بنابراین» درنظرگرفتن عدد ۰7 به‌عنوان حد این دنباله؛ 
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در ریاضیات مجاز نیست. و کانتور» اين شجاعت را داشت که این شیوه 
برخورد با مجموعه‌های بی‌پایان را «مجاز» و «فانونی» اعلام کند و چرخشی 
عقلانی درجهت تکامل ریاضیات پدید آورد. 

ولی درزمان کانتور» ریاضی‌دانانی که با سنت‌های کهنه خو گرفته‌بودند 
نمی‌توانستند با پیشنهادهای «انقلابی» او موافق باشند. اگر از معدود کسانی 
که با او موافق بودند یاء مثل ددکیند» خودشان هم روی مجموعه‌های بی‌پایان 
کار می‌کردند؛ بگذریم؛ همه به تحقیر و سرزنش کانتور پرداختند. 

هانری پوانکاره» ریاضی‌دان سرشناس معاصر کانتور؛ کارهای کانتور را؛ 
نوعی بیماری می‌دانست و هیچ ارزشی برای آن فایل نبود. به‌ویژه لئوپوند 
کروه‌کر» ریاضی‌دان آلمانی» همه تلاش ذهنی خود را در مخالفت با کانتور 
گذاشت او را «شارلاتان» نامید و اعلام کرد: «نظریه مجموعه‌های کانتور) 
هیچ آرزش وافعی ندارد». 

شدت این حمله‌ها چنان بود که کانتور را دچار بیماری عصبی حادی 
کرد به‌نحوی‌که ناچار شد از ریاضیات و از استادی دانشگاه چشم بپوشد. 
ولی ارئیه‌ای که از خود باقی گذاشت. روزبه‌روز غنی‌تر و کارآتر شد به‌نحوی 
که امروز به‌صورت یکی از نیرومندترین زبان‌ها» برای بیان فانون‌های حاکم 
برطبیعت و جامعه درآمده است. 


«مجموعه» یک مفهوم کاملاً کلی است و کارآیی و نیرومندی «نظرية 
مجموعه‌هاه هم ناشی از همین کلی بودن و عام بودن آن است. اگر قانونی 
از نظریة مجموعه‌ها» کشف شود و به‌اثبات برسد. می‌تواند درهرمجموعه‌ای» 
با هرگونه عضو و هرتعداد عضو کاربرد داشته‌باشد و به‌همین مناسبت است 
که نظریهٌ مجموعه‌ها نه‌تنها در ریاضیات که در همه دانش‌ها از مکانیک 
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گرفته تا زیست‌شناسی و زبان‌شناسی و دانش‌اجتماعی» کاربرد گسترده‌ای پیدا 
کرده‌است. 

ولی همین عام بودن مفهوم «مجموعه»» مانعی برای تعریف آن است. 
معمولا هر موضوعی را به‌یاری موضوع کلی‌تر ازآن؛ تعریف می‌کنند: 

(انسان» حیوانی است که ...»؛ 

«هندسه» بخشی از ریاضیات است که . . .»؛ 

ازمین» سیاره‌ای است که .۰..»؛ .. 

برای تعریف «انسان». به‌مفهوم کلی‌تر «حیوان»» برای تعریف «هندسه» 
ه‌سفهوم کلی‌تر «ریاضیات» برای تعریف ازمین»به‌مفهوم کلی‌تر «سیاره» متوسل 
می‌شویم و غیره. و درجهان» مفهومی کلی‌تر از «مجموعه» وجود ندارد که 
بانکیه برآن؛ بتوانیم «مجموعه» را تعریف کنیم: هر تعریفی از «مجموعه 
به‌خود آن برمی‌گردد و به‌اصطلاح منطق قدیم» یک دور باطل تشکیل می‌دهد. 

خود کانتور» در تعریف مجموعه می‌گوید : 

مجموعه عبارت‌است از یک فراوانی» که در ذهن ما به‌صورت واحد 
در امده‌است. 

و درجای دیگر : 

مجموعه عبارت است از اجتماع گروهی چیز دریک کل به‌نحوی که 
احساس يا ادراک ما توانایی تشخیص آن‌ها را داشته باشد. 

ولی اگر در اين دوعبارت دفت کنیم به‌جز این‌که تاحدی همراه با نوعی 
ابهام هستند» سرآخر؛ برای تعریف مجموعه. از واژه‌هایی مثل «یک فراوانی» یا 
«اجتماع گروهی چیز» استفاده شده‌است که معنایی جز معنای وازهٌ «مجموعه» 
ندارند. اگر بخواهيم این‌گونه تعریف‌ها راء ساده و بی‌پیرایه بیان کنیم: به 
این‌جا می‌رسیم که بگویيم: «مجموعه یعنی مجموعه». یعنی تعریف مفهوم 
به پاری خودش و اين» همان دور باطل است. 

تعریف یک مفهوم باید چند ویژگی داشته‌باشد: 
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۱ همان‌طور که گفتیم به‌حودش برنگردد. برای تعریف «زمان»» نمی‌توان 
گفت : ازمال» یعنی مدت حرکت»؛ زیرا «مدت» بیان دیگری از همان وازره 
(زمال» است. 
اگر برای تعریف انقطه» بگوییم : «نقطه جیزی است که بعد و اندازه‌ای ندارد» 
ولی معانی را اشغال می‌کند»» به‌مفهوم‌های «بعد»» «اندازه» و مکان» تکیه 
کرده‌ايم که تعریف و درک هرکدام از آن‌ها» از خود «نقطه» دشوارتر است. 
مرکب بودن آن جدال دارند» ولی وجود دارد و می‌سوزاند»؛ علاو‌بر بیجیده 
بودن» چیزی را روشن نمی‌کند و ماهیت «آتش» را نشان نمی‌دهد. 

۳ از ورود غیرخود جلوگیری کند. اگر برای تعریف «مربع» بگویید : 
درواقع » تعریف «مستطیل» را داده‌اید یعنی با این‌تعریف» نتوانسته‌اید تنها از 
مربع‌ها صحبت کنید» بلکه تعریف شما شامل شکل‌های دیگری هم می‌شود 

۵( همه جیزهایی را که درنظر دارید» دربر و اگر بگویید : الوزی 
یک چهارضلعی مسطح است که هم ضلع‌های آن و هم دوقطر آن باهم برابر 

در منطق قدیم؛ دو ویژگی ۴) و ۵) را» شرط‌های مانم و جامع برای 
از حود اسست:ه باسد. وحالا می‌فهمیم که : جرا برای (مجموه عها تعریفی وجود 
ندارد و چرا نباید به‌فکر پیدا کردن تعریفی برای آن باشیم! 
تمرین‌ها 
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الف) دارای ده عضو باشد؛ 

ب) دارای چهار عضو باشد؛ 

پ) دارای دو عضو باشد؛ 

ت) دارای یک عضو باشد؛ 

ث) عضوی نداشته‌باشد. 

۴ مچجموعة نقطه‌های مشترک یک خط راست با یک دایره را در روی 
صفحه درنظر می‌گیریم. این مجموعه؛ چند عضو می‌تواند داشته‌باشد؟ 

۵ مجموعه نقطه‌های مشترک دو دایره» چند عضو دارد؟ 

۶ مجموعة نقطه‌های برخورد دو خط راست چند عضو دارد؟ 

۷ ایا مجموعة تهی» همان مجموعه (۰) است؟ 

۸ آیا ۱ با (۱) فرق دارد؟ 

*. يا مجموعه‌ای می‌تواند عضو خودش باشد؟ 

۰ آیا مجموعه‌های زیر برابرند؟ 


۲ ۱+۴ 
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ب) مجموعة مثلث‌هایی که سه ضلم برابر دارند» و مجموعهٌ مثلث‌هایی 
که سه زاوية برابر دارند؛ 

پ) مجموعه عددهای بخش‌پذیر بر »۰۱ و مجموعهٌ عددهایی که به 
صفر ختم شده‌اند؛ 

ت) مجموعة عددهای بخش‌پذیر بر ۴ و بر ۶ و مجموعهٌ عددهای 
بخش‌پذیر بر ۳۲۴ 

ث) [۰)۸۳,۸۹,۹۱,۹۷ و مجموعهٌ عددهای اول بین ۸۰ و ۱۰۰ 


ج) مجموعة قمرهای طبیعی زهره؛ و مجموعة چرخ‌های مربع‌شکل ؛ 


1۳۳ ۷۵ ۱۸ 
ج) [۱۱ ۰/۳۵ و [۱۱: 2 ) 


۱ آیا عددهای ۲۵ ۰۰7 ۰7 2 یک مجموعة سه‌عضوی تشعیل 


۴9 


می‌دهند؟ 

۲ مجموعه همه کسرهایی را بنویسید که برای هریک از آن‌هاء این 
شرط‌ها پرقرار باشند. 

اول» صورت و مخرج هر کسر یک‌رقمی باشد؛ 

دوم مقدار هر کسر از واحد کوچکتر باشد؛ 

سوم؛ کسرها ساده‌نشدنی باشند. 

این مجموعه چند عضو دارد؟ آیا می‌توانید عضوهای این مجموعه را به 
ردیف صعودی بنویسید؛ یعنی از کوچکترین کسر آغاز کنید و به بزرگترین 
کسر برسید؟ 

۳ اگر مجموعةٌ کسرهای بزرگتر از واحد را درنظر بگیریم که قابل 
ساده‌شدن نباشند و صورت و مخرج آن‌ها عددهای یکرقمی باشد» ۸ عضو 
کمتر از مجموعة تمرین ۲۲ پیدا می‌کند. چرا؟ 

۰ عضرهای مجموعه‌های ۰۸4 3 و 0 را مشخص کنید: 


۴1 سب ۲ ون ) 9 :۵۱ < ۲ - |12 < ۸ 
21 حرفی است از وارة ادوستی ! 2۱ < 2 
۵ کدایک از این مجموعه‌ها؛ یک مجموعه تهی است : 
۱۱ < ۱ + 42:8 9 :(۰ ۱+ |12 < ۸۷ 

۶ اگر داشته‌باشيم [ه ,۱) < ۲ کدامیک درست است: 
الف) ۲ ع ([ه1؛ ب) 1 ) ۵؛ 
با ۳ 2 (۷۱5 تت) 96 
ث) ۳ ۰ ج) ۳ 2 [۱,*) 


۷ ۱۳۱ ,11 چه معنایی دارد؟ 


۳۱ 


لف) (1)۴ > (۲): ب) (۴) > ۱۲ 

ب) ((۱(:۲:۳)) > (۱,۲) 

ت) [[۱(:]۲,۳)) > (۱,۲)؛ 

)۱,۲( 6 ))۱,۲(,۳,۴( )2 

جچ) ([۱:۲(:۲۲۲)) 2 (۱:۲). 

1 کدام درست و کدام نادرست است؟ 
الف) (۵) ع 4؛ ب) (4) » 4 

پ) ((۵,)۵) > 4۵+ ت) ((۵) ,14 ۵ 
_) [[1۵,1۵ > (۵)؛ ج) ((1۵,)9 ۰ (۵) 
ج) ((9): ۲ ((4)) 

9 می‌دانيم : 


(۲ < 2|5) < ظ و (۰ < ۳+ "|۲2 ۸ 


آیا 3 ٩۸‏ 
۳9 کدام درست و کدام نادرست است؟ 
الف) ([۳,۴,۱) < (۴,۳ ,۲۱ 
ب) [۱:۲,۲) < (۱,۲,۱,۳,۱,۲)؛ 
پ) [(11۴ > (۴)ج) ((۴)) > (۴). 
۷ فرش (۱,۲,۳) < ۰۸ همة زیرمجموعه‌های ۸ را بنوسید. 
۲۳ همه زیرمجموعه‌های (3,۷,2) < 13 را پنویسید. 
۲ این مجموعه‌ها را درنظر می‌گيريم (شکل‌های. روی صفحه موردنظر 
است) ؛ 
مجمرعه لوزی‌ها؛ مجموعه همه چهارضلعی‌ها؛ 
مجموعهُ همه مربع‌ها؛ مجموعه همه ذوزنقه‌ها؛ 
مجموعه همه متوازی‌الاضلاع‌ها؛ مجموعه همه مستطیل‌ها. 


۴ 


شکل ۸ 


۳۵ ۸ یک مجمر عه است و می‌دانیم م ) ر. مه نسجه‌ای مر گیرید؟ 


۶. باتوجه به شکل ۸ کدام درست است : ع ۸ با 13 ) ۲۸ 
۷ ۸ مجموعة عددهای طبیعی؛ 1 مجموعه عددهای زوج و )6 

مجموعهٌ عددهای فرد است. چه رابطه‌ای بین اين مجموعه‌ها وجود دارد؟ 
برای مجموعه 


ار ۲:۲۳ :۱ نت ۸۶ 
۷ 1 را مجموعه جندضلعی‌ها؛ ۳۶ ۳ مجموعه همه چهارضلعی‌ها؛ 


را به‌پاری نمودار ون نشان دهید. 


۴۳ 


1 عمل با مجمو عه‌ها 


۱ ۰ اجتما ع دو مجمو عه 
گمان می‌کنم» این «چیستان» را شنیده‌باشید که: «سه سیب؛ بین دو دختر و 
دو مادر تفسیم کردند» به‌هرکدام» یک سیب کامل رسید.چطور ممکن است؟؛ 
حل چیستان ساده است: دراین‌جاء تنها با سه‌نفر سروکار داریم. دختر 
مادر و مادربزرگ. مادر» نسبت به دختر» مادر است و نسبت به مادربزرگ» 
دختر؛؟ پس «دو دختر» یعنی دختر و مادر» و «دو مادر یعنی مادر و مادربزرگ؛ 
روی‌هم مت 
اگر دو مجموعه را درنظر بگیریم : مجموعة اول (که آن را ۸ می‌نامیم) 
شامل «مادر و مادربزرگ» و مجموعه دوم (که آن را 7] می‌نامیم) شامل «دختر 


۱ 
و مادر؛ : 


[ مادر و دختر ) < 7 و ( مادربزرگ و مادر ) < ۸ 
۱ 


مادر ذرهر دومجموعه حضور دارد» بس وقتی جمع آن‌ها را دریسر د ثیر یج ) 
عضو دارد و این‌طور می‌نویسند: 
([ مادربزرگ و مادر و دختر 1 <- ور ()۸ 
لا نماد عمل اجتماع است و گاهی به‌آن «ناو» هم می‌گویند: 1 لا۸ یعنی 
اجتماع ۸ و ۶ یا ۸۰ ناو 11». 
به‌این‌ترتیب» می‌توان تعریف زیر را پذیرفت : 


۱ اجتماع دومجموعه ۸ و لژ مجموعه‌ای است که از عضوهای ۸ و 1 
بدید آمده‌باشد» به‌زبان دیگر : 


۳ 


هرعضو مجموعه 3 ل۸4۱ یا عضو مجموعةُ ۸ است» یا عضو مجموعه 
5 ویا عضو هردوی آن‌ها؛ برعکس» هرعضو ۸ و هرعضو 1 عضوی از 
مجموعه ۶ لا ۸ است. 

از تعریف اجتماع» بلافاصله» جند نتیجه به‌دست می‌آید : 

نتیجه ۱ . در مجموعه‌های باپایان تعداد عضوهای 3 (۸۱) يا برابر است 
با مجموع تعداد عضوهای دو مجموعُ ۸ و ۰۶ ویا از اين مجموع کمتر 


۳ 


۲۱۳,۵13 تسد ۱ ۲ ۲,۲۶۱ سب ار 
ع و ]#۷ 


مجموعه‌های ۸ و 3[ هرکدام سه عضو و مجموعة 9 لا ۰۸ ۶ عضو دارد. 
دراین‌حالت؛ مجموعه‌های ۸ و ]1 را. جداازهم گویند: 

دومجموعه » وقتی جداازهم هستند که» عضو مشترکی نداشته‌باشند. ولی؛ 
اگر دو مجموعه باپایان» جدا ازهم نباشند» یعنی عضو یا عضوهای مشترک 
داشته‌باشند» آن‌وقت» تعداد عضوهای 3 لا 4 از مجموع تعداد عضوهای 
۸ و 1 کمتر می‌شود: 


:(۲,۴,۶,۸) < 9 و (۲,۴,۸,۱۶) < ۸ 


اه ,اعد لا لا از 


لا رب بیش‌از ۵ عضو ندارد؛ عضوهای ۲ ۴ و ۰۸ در دو مجموعه ۸ 
۴ / هشتریک بو د و ء بنابراین » دز مجموعه ۱۸ لا ۸ تکرار تستال‌یلك. 


۳۵ 


نتیجه۱ ؛ نخستین اختلاف» «عمل اجتماع» در مجموعه‌ها؛ با «عمل جمع» 
در حساب است. 

ولی این؛ تنها اختلاف «اجتماع» با «جمع» نیست. در حساب» اگر عددی 
را با خودش جمع کنیم؛ دوبرابر می‌شود» ولی در مجموعه‌ها: 

نتیجه ۲, اجتماع یک مجموعه با خودش» برابر همان مجموعه است: 


4 << 4 لا ۸4 


که درستی آن روشن است. همچنین 

نتیجهُ ۳. اگر 17 زیرمجموعه‌ای از مجموعة ۸4 باشد آنوقت» اجتماع 
دو مجموعه ۸ و 1 برابر مجموعهةٌ ۸ می‌شود: 

اگر ۸ > 13 آنوفت ۸  <‏ ۸۱۱ 

یادداشت. در ریاضیات» وفتی از فرضی یا حکمی به نتیجه‌ای برسند؛ 
بین فرض و نتیجه. نماد <- را می‌گذارند که می‌توان آن را به‌معنای «نتیجه 
می‌دهد» گرفت : 

4 ع .لا ۸ چت ۸ 6 ۳۲ 

یعنی» فرض ۸4 ) ت۰1 نتیجه می‌دهد ۸ <- 7 لا ۸. روشن‌است که 
دراین‌جاء عکس این رابطه هم درست است؛ یعنی از فرض ۸ < 9 ۸۱1 
می‌توان نتیجه گرفت: ۸ 6 1 


ار ده ور حج هار انار 


۸ < ۶ ۸۱ چه ‏ ۲ 
پفتر 6 گر سمت چپ درست باشد» سمت راست درست است و برعکس. 


۴ ۴ 


نماد چ- را نماد «اگر ... آن‌گاه ۰ هم می‌گویند. بعنی » به‌جای آل‌که 


اگر ۸ ظ: انگاه ۸4 ع .لا ۸4 می‌نویستد 
هر حد زر لا گر چد 4 ) زا 
دراین‌صورت؛ شاف ترا قاگن دت آل که سعق برشگنی ‏ تنل 


۳ 


ولی از تعریف اجتماع» نتیجه‌های دیگری هم می‌توان گرفت که با 
ویژگی‌های عمل جمع (در حساب) شباهت درد 
نتیجه ۰.۳۴ ۸ هر مجموعه‌ای باشد در اجتماع با مجموعه «تهی» برابر ۸ 
می‌شود : 
۸ < 4 دا۸ 


دروافم » دراین‌جا؛ مجموعه بهی » نقش عد د صفر را در ۳ ره عهلد ه دارد : 
تسس ال شر شلد باصفر » برابر همان علد اس ب ۴ 
تتیجه ۵. عمل اجتماع ‏ دارای 1 جابه‌جایی است؛ یعنی 


گر لا ول نت وا ۱ ۸٩‏ 


(شبیه همین ویژگی در حساب: ۵ +۵4 << 9 + ۵6). 
نتیجه ۶. عمل اجتماع مجموعه‌ها؛ دارای ولگ شرکت‌پذیری است؛ 
(ن6 لا )دا ۸ عد 0 دا (3] ل۸۱) 


۳۷ 


و بنابراین» می‌توان اجتماغ سه مجموعه را به‌صورت 
ن لا ۸۱ 
نوشت و عمل‌ها را به‌ردیف (چه از چپ به‌راست و چه از راست به‌چپ) 


درنظر گرفته 
این.ویژگی هم؛ با ویژگی نظیر خود درجمع شیاهت دارد: 


۵ +04 + <ی + ( + 6) 
که می‌توان آن را به‌صورت 6 + 0 + ۵ نوشت. 
مخال ۱. اجتماع سه مجموعة ۸ و لا و را پیدا کنید» به‌شرطیکه 
:([۱,۳,۵,۷,۹) < 8 :(۲,۳,۵,۷) < ۸ 
ا ۷ < 7 


حل. داریم : 
,۴۵,۷ ,۱:۲) _ رز ۸۱٩‏ 
تا ۲ :۱۲] ح< ) لا زر لا ۸ 


در شکل ۰٩‏ پاسخ مساله؛ به‌کمک نمودار ون داده شله‌است. 

مال ۲. ثابت کنید 19 ل۱ ۸ ۸ و 9 لا۸ن . 

حل. چون ۸ لا < 12 (۰۸۱ کافی است یکی از دو حکم را ثابت 
کنیم: ۸ زیرمجموعه‌ای از مجموعة 77 لا۸ است. باید ثابت کنیم» اگر 
۸ ع 2 آنوقت 7 لا۸ ع 2. وقتی ‏ عضو ۸ باشد. می‌توانيم بگوییم : 
2 عضو ۸ با عضو 13 است و دراین‌صورت عضو 13 لا ۸ خواهدبود. 

مثال ۳. ابت کنید. از ۵ < ۲ لاش نتیجه می‌شود: 4۵ 2 ۸ و 
۵ < 1. 


ف 


٩ شکل‎ 


حل. می‌دانيم (13 (۸۱) ] ۸ (مثال ۲ را ببینید) ؛ بنابراین ۵ 2 ۸. 
از طرف دیگر» مجموعةٌ تهی» زیرمجموعةٌ هر مجموعه‌ای است؛ یعنی 
۸ > ۵. پس ۵ < ۸. همین استدلال را دربارء 2 هم می‌توان انجام 
داد, 

مثال ۴. پاره‌خط راست ۸1/۷ را به‌طول ۲ سانتی‌متر رسم کرده‌ايم. 
مجموعهٌ رأس‌های همه مثلث‌های متساوی‌الساقینی را درنظر می‌گيريم که 
قاعده آن‌ها» پاره‌خط راست 7/۷ باشد و مساحت هریک از آن‌ها؛ کمتر از 
یک سانتی‌متر مربع نشود. این مجموعه. از اجتماع دو مجموعه دیگر به‌دست 
می‌آید. کدام دومجموعه؟ 

حل. جون طول فاعدة هریک از اين مثلث‌ها برابر ۲ سانتی‌متر است: 
باید ارتفاع هرکدام» طولی برابر یا بزرگتر از ۱ سانتی‌متر داشته‌باشد تا 
مساحت مثلث از ۱ سانتی‌متر مرب کمتر نشود. بنابراین» مجموعة رأس‌های 
این متئلث‌هاء اجتماع دو مجموعه جداازهم است: یکی مجموعه نقبله‌های 
واقع بر نیم‌صفحه ‏ (شکل ۱۰)دربالای پاره‌خط راست ۰۸/۸۷ به‌نحوی 
که مرز آن به‌فاصلة یک سانتی‌متر از ۸۱/۷ باشد؛ دیگری مجموعه نقطه‌های 


۴۹ 


1 ۷ 


کل 


ال 


۳ 


ان 
شکل ۱۱ 


روی نیم‌صفحة 6 واقع در پایین پارمخط است ۰۱/۸۷ به‌نحوی که مرز آن 
از ۸11۷ به‌فاصله ۱ سانتی‌متر باشد. می‌توان مجموعهٌ رأس‌های این مثلث‌ها 
را اجتماعی از دومجموعه دیگر دانست : اجتماع دو دسته نیم خط راست 
عمود بر ۰۸۷۷ به‌نحوی که آغاز هریک از نیم‌خط‌های راست. به‌فاصله ۱ 
سانتی‌متری باره‌خط راست ۷ ]11 واقع باشند؛ اين دو مجموعه نیم‌خط‌های 
راست» در دوطرف پاره‌خط راست 17/۷ واقع‌اند. روی (شکل ۱۱) ۰ برخی 
از نیم خط‌های راست رسم شده‌اند. 

مثال ۵. در شهری. روزنامه‌های » و ۵ منتشر می‌شوند. دربارة 
علافه‌مندان به این دو روزنامه» از ۸۰۰ نفر پرسیدند. معلوم شد ۴۳۰ نفر 


و ۵ 


روزنامه » را می‌خوانند و ۲۳۰ نفر؛ روزنامهٌ 0 را. درضمن؛ روشن سده 
۰ نفر به هردو روزنامه علاقه‌مندند و هردو را می‌خوانند. از اين ۸۰۰ نفر» 
چند نفر هیچ‌کدام از روزنامه‌های 6 و ۵ را نمی‌خوانند؟ 


حل. دو مجموعه درنظر می‌گیریم : 
۱ علافه‌مندان روزنامه ۱ (۳ ۴۲ ۱ علافه‌مندان روزنامه 1 ۸ 


این دو مجموعه جدا از هم یستند» زیرا ۱۸۰ نفر به هردو روزنامه 
علاقه‌مندند. بنابراین (باتوجه به نتیجه ۱ تعداد عضوهای مجموعه ۶ ۸۱ 
اژ جوم تعداد عضوهای دو مجموعه ۸ و ۷2 به‌اندازه ۰ ۱ عضو کمتر 


است : 
:۰ ح- تعداد عضوهای مجموعه ۸ 
۰ ح- تعداد عضوهای مجموعه 11 
۰ << تعداد عضوهای مشترک دو مجموعه ۸ و / 
۱۸۰ - (۲۲۰ + ۴۳۰) < تعداد عضوهای مجموعه لا لا ۸ 
۵ ح- ۱۸۰ - ۶۵ < 


یعنی از ۸۰۰ نفر» تنها ۴۷۰ نفر روزنامه می‌خوانند (یا روزنامه ۰ یا روزنامة 
/ ویا هردو  )‏ پس بقمه افراد» روزنامه‌ای نمی‌خوانند. 
۵ - ۴۳۷۵ - و ۸۵ 
یادداشت. فقط یادآوری می‌کنیم که کاهی» بعضی از نویسندگان 
کتاب‌های ریاضی اجتماع را حاصل جمع منطقی نامیده‌اند. این اصدلاح 


پیشتر مربوط به «منطق ریاضی» است» ولی منظور ازآن» همان اجتماع دو یا 


۵۱ 


شکل ۱۲ 


همچنین؛ گاهی برای اجتماع» به‌جای نماد لاء از نماد + (نماد جمع) 
استفاده می‌کنند. 

این یادداشت را به‌این‌منظور آوردیم که | گر درجایی» ضمن بحث درباره 
مجموعه‌ها» به اصطلاح «حاصل‌جمع منطقی» ویا نماد «+» برخورد کردید؛ 
گمراه نشوید؛ والا دراين کتاب. از آن‌ها استفاده نخواهیم‌کرد. 


.۰ اشترا ک دو مجمو عه 
به همان جیستان انقسیم سه سیب بین دو مادر و درو دختر» برگردیم. در آن‌جا 
با دو مجموعه ۸ و ۶] سروکار داشتیم که هرکدام دو عضو داشت: 


[ مادر , دختر ) < 7 و ( مادربزرگ , مادر ) -<- ۸ 


وی عضو مادر در دو مجموعه مشترک بود. اين وضع را در (شکل ۰۱۲ 
با نمودار ون نشان داده‌ايم. عضو «مادر» را» اشتراک دو مجموعهٌ ۸ و 1] 
گویند: 
اشتراک دو مجموعهة ۸ و 13» خودش یک مجموعه است و؛ عضوهای 
آن؛ آن‌هایی هستند که هم عضو مجموعهُ ۸ باشند و هم عضو مجموعهُ 3]. 
عمل اشتراک را با نماد ۲۱ نشان می‌دهند. دراین مثال 


( مادر ) < 9 0۱ ۸ 
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به جند صفحاً قبل و مثال ۱ (شکل )٩‏ مراجعه کنید. درآن‌جا با سه مجموعه 


سروکار داستیم : 
:(۱,۳,۵,۷,۹) <ظ :[۲,۳,۵,۷) < ۸ 
[۴,۶,۸ ,1۲ < ) 
با تعریفی که برای «اشتراک دو مجموعه» دیدیم» به‌سادگی روشن می‌شود که 
۶ زر 1۲,۵۷۱ ظ ۲۱ ۸ 
90-9 
مثال رت این مجموعه‌ها داده سدهاند : 
۰( 1۵ (8 0,۵ ,1۵ عد ۸۸ 


6 < )0 ۱۵,۸۱ 


حل. روی شکل ۰۱۳ همه‌چیز دیده می‌شود: 
جع 0 < ۸4۲۱0 ول(تب,ه! < ۲ ۲۱ ۸ 
() < ۸4۲۱۲۱0 :0 ع< 3۲۱0 
از تعریف اشتراک دویا چند مجموعه هم می‌توان نتیجه‌هایی به‌دست آورد : 
تسجه ا. اشتراک دارای ففر و جابه‌جایی اسست ۰ یعی 
۸ ۲۱ ۶] < ۶ ۲۱ ۸ 


0۳ 


شک ۱۳ 


نتیجه ۲. اشتراک دارای ویژگی شرکت‌پذیری است» یعنی 


(0 0 )۱ ۸ < 00 (ظ ۲۱ ۸) 


همین ویژگی شرکت‌پذیری به‌ما اجازه می‌دهد» از پرانتز صرف‌نظر کنیم و 
بنویسیم : )۲۱۶۲ ۸؛ همان‌گونه که در مثال ۶ دیدیم. 

درستی نتیجه‌های ۱ و ۲ روشن است؛ باوجوداین» درستی نتیجه ۲ را 
درشکل ۱۴ روی نمودار ون نشان داده‌ايم. 

در از کل 1 ۳ ۸4 با عاشور افلی: ۸0 لگ با هاشور غانم و 
4۸۲۱ با هاشور دوگانه نشان داده شده‌است. 

# از حساب و جبر می‌دانیم» جمع نسبت به ضرب. دارای ویژگی 
بخشی است؛ یعنی 


6 ۰ +۰04 <- (62 +0۰04 
همین ویژگی در مجموعه‌ها هم وجود دارد : 


و 


#نتیجه ۴. اشتراک» نسبت به اجتماع دارای ویژگی پخشی است. یعنی 
)۱( ۸00 ۱( ۸۵ 0۶ ۱ )۸0 


باید ثابت کنیم اگر 2 عضوی از مجموعةٌ سمت چپ برابری باشد» حتماً 
عضوی از مجموعةٌ سمت راست برابری‌است‌وبرعکس . 

فرض می‌کنيم 7 عضو مجموع؛ () لا )۲۱ ۸ باشد. دراین‌صورت 
7 عضو مشترک دومجموعهً ۸ و ) لا است؛ درضمن عضو مجموعة 
6 لا یعنی یا عضو 13 يا عضو !) (یا عضو هردو). پس 3 عضو مشترک 
۸ و 7 يا عضو مشترک ۸ و ) است. و این همان توضیح مجموعهة 
سمت راست برابری (۱) است. به‌همین‌ترتیب؛ روشن می‌شود؛ اگر 3 عضو 
مجموعهٌ سمت راست برابری (۱) باشد؛ درضمن عضو مجموعه سمت چپ 
پرابری(۱) هم خواهدبود. درشکل ۰۱۵ دو مجموعه سمت چپ و سنمت 
راست برابری (۱) با نمودار ون نشان داده شده‌است. 

مثال ۷. اگر داشته‌باشیم 


: 61 ,1۵ < ۸ 
(:6) ع< 0 :(ا ,۱0 ع< ط 


۵ ۵ 


لا )۲۱ ۸ (2 ۲۱ ۸) !۱ ( 0 ۸) 


شکل ۱۵ 
مجموعه‌های ۶ ۰۸۲۱ ) ۲۱ ۰۸ 0۵ ۲ ۲۱ ۸ و 1۲۱۵ ۲۱ ۸ 
را تشکیل دهید. 
سس 


۸0۱ < ۱0: ۸ ۵ 0 
۸0 00-4: ۸۵ 


تتیجه ۴. اگر ۸ ل3ل آنوقت 1 < 1 ۲۱ ۸ 

نتیجه ۵. هميشه ۵ < ۲۱۵ ۸ 

نتیجه ۶. همان‌طور که در مثال ۷ ديدیم اشنراک دو مجموعةٌ جدا 
ازهم» یک مجموعه تهی است. 

باز هم چند مثال : 

منال ۸. ثابت کنید: ۸ ( ۲ ۸) و 3 ( ۱ ۸) و ازآن‌جا 
نشبجه بگ‌ید ۸ < ۸ ۲۱ ۸. 

حل. (ظ ۲۱ ۸) ع 2 به‌معنای آن است که 7 عضو مشترک دو 
مجموعةً ۸ و 7 است»یعنی ۸ ع 2 و 3 2. بنابراین هرعضو مجموعه 
7 ۲۱ ۸ به‌ناجار عضو مجموعهٌ ۸ است. یعنی 1۶ ۲۱ ۸ زیرمجموعه‌ای 


ود 


از ۸ است؛ همچنین» هر عضو 5 ۲۱ ۸ باید عضوی از 1۶ باشد» یعنی 
6 ( ۲۱ ۸). 

پرای اثبات ۸ < ۸ ۱ 4 باید ثابت کنیم ۸ 6 (۸۲۱۸) و 
(۸ ۲ ۸ ] ۸ رابطة اول را دربخش اول همین مساله ثابت کردیم: 
۸ (۸ ۱ ۸). برای اثبات رابطة دوم گویيم. اگر ۸ ع ۰ آنوقت 
می‌توانیم تکرار کنیم: 2 هم عضو ۸ است وهم عضو ۰۸ یعنی عضو 
۸4 است؛ بس (۸۲۱۸) 6 ۸. 

مثال ۰٩‏ ]۸ را مجموعة مرجم و ۸ را متمم مجموعة ۸ نسبت به ۸۷ 
و» همچنین 9 را متمم 19 و ر) را متمم !) نسبت به مجموعهٌ مرجم 11 
می‌گيريم. اگر داشته‌باشیم 

۷:۲ ۸ 
اه 0.2 
ها 1۲ نت نا 


مطلوب است تعیین "۵ ۰1۳ ۳( ۰۸۲۱ (ظ لاش) و (۸2). 
حل. پاسخ. اه ای ۱ج ار : 
چون (۳,۴) < :۸۲ پس 


۶۱۷۸۵ ۱ ب ۲( ۲۱ ۸ ) 


سر ۲۱۲ 1 لا 4+ پین 
٩(‏ ,1۵,۷ عد ۳( ۸۱0)؛ چون (:۵,۶,۷۸) < ۸4 .سن 
۱۱۱ ۳( 9 

مثال ۱۰. از ۷۳ نفر دانش‌آموز سال سوم دبیرستان» ۱۸ نفر در انجمن 
ریاضی» ۲۴ نفر در انجمن فیزیک و ۲۶ نفر در انجمن موسیقی شرکت 
کرده‌اند و ۲۳ نفر عضو هیچ‌کدام از اين انجمن‌ها نیستند. از کسانی که در 


0۷ 


انجمن فیزیک کار می‌کنند» ۱۰ نفر در انجمن ریاضی و ۶ نفر در انجمن 
بوسیشی هم شرکت می‌کنند؛ ولی تنها یک‌نفر در هرسه انجمن عضو است. 
چند دانش‌آموز در هردو انجمن ریاضی و موسیقی عضویت دارند؟ 

حل. مجموعه دانش‌آموزان انجمن ریاضی را ۰۸ مجموعه دانش‌آموزان 
انجمن فیزیک را 1۶ و مجموعهٌ دانش‌آموزان انجمن موسیقی را /) می‌ناميم. 
تعداد عضوهای مجموعه ‏ لا لا۸ برابر »۵ نفر است (زیرا از ۷۳ 
دانش‌آموز» ۲۳ نفر درهیچ انجمنی عضویت ندارند. درضمن می‌دانیم تعداد 
عضوهای مجموعة 7 ۸۲۱ براپر ۰۱۰ تعداد عضوهای مجموعة 000 17 برابر 
۴ و تعداد عضوهای مجموعه )۲۱ ۲ ۲۱ ۶۸ برابر واحد است. می‌خراهیم 
تعداد عضوهای مجموعة )۸۲۱ را پیدا کنیم. 

دراین گونه مساله‌ها» ساده‌ترین روش حل. استفاده از نمودار ون است. 
سه دایره دوبه‌دو متقاطع (یکی نمایند؛ُ انجمن ریاضی» دیگری نماینده انجمن 
فیزیک و سومی نمایند؛ٌ انجمن موسیقی: ۰۸ 13 و 0) رسم می‌کنيم. 

ابتدا» عدد ۱ را دربخش مشترک سه دایره می‌گذاريم (شکل ۱۶ الف)» 
زیرا تعداد عضوهای اشترای سه مجموعه ۸ و ۶ و برابر »احد است. 
حالا) بخش مشترک دو مجموعهٌ ۸ و 3 را درنظر می‌گیريم که خود شامل دو 
قسمت است و دریکی از آن‌ها (بخش مشترک سه دایره) عدد ۱ وجود دارد؛ 
بنابراین باید در دیگری عدد ٩‏ را قرار دهیم (زیرا تعداد عضوهای مجموعهُ 
2 برابر ۱ بود). به‌همین‌ترتیب» چون تعداد عضوهای مجموعه 06 13 
پرابر ۶ است؛ در بخش مشترک دوم دو دایر؛ 3 و ۰6 عدد ۵ را قرار می‌دهیم 
(شکل ۱۶-«1). 

اگر دو انجمن ریاضی و موسیقی» عضو مشترک نداشته‌باشنده آن‌وقت» 
۸ عضو باقی‌ماند؛ انجمن ریاضی و ۲۰ عضو باقی‌ماندة انجمن موسیقی با 
۴ عضو انجمن فیزیک» روی‌هم ۵۲ نفر می‌شوند که ۲ نفر از تعداد کل 
دانش‌آموزان ما (که در انجمن‌ها شرکت دارند) بیشتر است. بنابراین ۲ نفر در 


۵۸ 


فکاز ۱۶۰ 


هردو انجمن ریاضی و موسیقی (به‌جز یک‌نفری که در هرسه انجمن شرکت 
می‌کرد) عضویت دارند. طرح کامل مساله در شکل ۱۶پ داده شده‌است. 

«یادداشت. ۱) نماد اشتراک» یعنی ۲۱ را «تاق» هم می‌نامند؛ مجموعة 
۲۱ ۸ را می‌خوانند: «اشتراک دو مجموعه ۸ و )» یا ۸۱ تاق 1. 

۳) «اشتراک دو مجموعه را «برخورد» یا «مقطم» آن‌ها هم نامیده‌اند. 

۳ همچنین اشتراک دو مجموعهٌ ۸ و ۶ را «حاصل‌ضرب منطقی» 
مجموعه‌های ۸ و 13 می‌گویند و به‌صورت ۶ ۸۰ نشان می‌دهند. 

ولی دراین کتاب» همه‌جا از نماد () و اصطلاح «اشتراک» استفاده کرده‌ايم. 
یادآوری نمادها و اصطلاح‌های دیگر» برای این است که اگر درکتابی با آن‌ها 


بر خوردید» سردرگم بسوید. 


۵۹٩ 


۳ تفاضل دومجموعه 
بازپرس که دربارة یک جنایت تحقیق می‌کرد به‌این نتیجه رسید که» جنایت‌کار» 
باید یکی از ۵ نفر ۰6 ۰ 6 4 یا ء باشد. ولی متوجه شد در زمان جنایت 
0 و » و 6 در زندان بوده‌اند. بنابراین » و را احضار کرد و تحقیق خود را 
روی آن‌ها متمرکز کرد. 
بازیرس» از عمل تفریق مجموعه‌ها استفاده کرد و تحقیق را روی دو 

مجموعه انجام داد. گر مجموعه افراد مظنون را ۸ و مجموعه زندانیان را 
7 بنامیم» بازپرس؛ هم عضوهای مشترک دومجموعٌ ۸ و 3 را از ۸ کنار 
می‌گذارد و دایرة عمل خودرا کوچکتر می‌کند» یعنی به‌جای ۵ نفر به ۲ نفر 
مظنون می‌شود. 

۸ < 16,0, 60,61۰ 

2 و 
(۵,) - 9 - ۸ 


تفاضل دو مجموعهُ ۸ و 9[ عبارت است از مجموعهٌ 13 - ۸ که 
رها کته عیارتنك از همه عض‌هایی از مجموعه ۸4 که عضو مجموعه 19 
توجه کنیم؛ برای کم کردن مجموعة 13 از مجموعه ۰۸ لازم نیست ] 
از ۸ «کوچکتره باشد (یعنی تعداد کمتری عضو داشته‌باشد) و مثلاً لازم 
نیست 1۶ زیرمجموعه‌ای از ۸4 باشد: کم کردن 17 از ۰۸4 یعنی بیرون کردن 
عضوهای مشترک ۸ و 1۶ از مجموعه ۸: 
( ۲0 ۸) - ۸ < 3 - ۸ 


تفاضل ۶ ۰۸ روی نمودار ون روی شکل ۱۷ نشان داده شده‌است (بخش 
هاشور خحو رده مجموعه ۸4۸ البته نقطه‌های وافع بر کمان 1 را تباید حجرو 


و ۶ 


تیم والیبال مدرسه نیستند. 
درحالت خاص؛ وقتی 1 زیرمجموعه‌ای از ۸ باشد. لا - ۰۸ همان 
به مجموعه 4 را با نماد م)ظ نشان دهیم : می‌توانیم بنویسیم : 


< ۸ چه ۸ ۲ 


انیت مثله اگر 4 را مجموعه همه لوزی‌ها ۴ ۲2 ۳ مجموعه همه مربع‌ها 
و۰ این لوزی‌ها؛ همان متمم مجموعه مريم‌ها نسبت به مجموعه همه لوزی‌ها 
مثال ۰۱۱ اگر بدانیم: 


ی تاه ۲۴ و 1۱۲۳ ۸ 


٩ 


مجموعه‌های لا - ۰۸ ۸ - ). ل) 3 ۸ - 3 و 3 - 8 را بیدا 
پاسخ. 
:(۵,۶) < 0-۸ :(۱,۳ < ظ] - ۸ 
4 < 8-9 :(۶,۸) < 8-۸ :(1۲,۸ < 0 - و 


مثال ۰۱۲ ثابت کنید: 
الف) ۸ > ( ۰/۸ ب) ۵ < ظ] ۲۱( - ۸). 
حل. الف) اگر 7 عضوی از مجموعه 3 - ۸ باشد. بنابه‌تعریف باید 
داشته‌باشيم: ۸ 6 2 و ظ ۶ ۰ یعنی به‌ویژه ۸ ع 5. به‌این‌ترتیب» 
( - ۸) ع ۰2 به‌معنای ۸ ع 7 است و درنتیجه ۸ ( - ۸). 
۰4۸« ۱ 
وج( -۵) ۰6 
بنابراین» چون عضو *.باید با ] ع 7 و ظ ۶ 2 سازگار باشد» داریم. 
۵ < و ۲۱( - ۸ ) 
مثال ۰۱۳ ۸ متمم مجموعه ۸ است. ثابت کنید: 


۸ ۲0۱ 79 -- ۸ - و] 


حل. (۸-) ع 2 به‌معنای ]1 ع 2 و ۸ 2 7 است و؛ شرط اخیر 
به‌معنای 0 ع 2 و ۸ 6 7 است (اگر یک مجموعه مرجم داشته‌باشیم؛ 
آنوقت برای هر مجموعه‌ای مثل ۸ که از این مجموعه مرجع گرفته شده‌است» 
یا ۸ ع * ویا ۸ 6 <؛ بنابراین از ۸۳ 2 ۸ نتیجه می‌شود ۸ ع 3). 


۶ 


ولی وقتی * عضو هردو مجموعة 1 و ۸ باشد. به‌معنای آن است که عضو 
مجموعه اشتراک آن‌ها» یعنی ۸ ۲۱ 73 است. 
برعکس» اکر ۸ 13 2 آذوقت 3 ع 2 و ۸ 6 5؛ یعنی 
۲ ع 7 و ۸ ۶2 2 بنابراین (۸ - ظ) 6 8. 
پس ۲۱۸ ] < 4 - و 
#یادداشت. تمامی حل این مساله را می‌توان با نمادهای ریاضی و 
به‌این‌صورت نوشت : 
< (۸ 4 « و 9 6 |12 - ۸ - 9 
۸ ۶ < (۸ ع »,] ع |12 < 


و به‌همین رسب برای عکس آن. 
مثال ۰۱۴ اگر [9:, :4:6 6 بط 6) < ۸1 مجموعه لت 
:(6۱ :46:6 ع< ظ :(10,0,64:6 < ۸ 
۱۵1 +6 ,) ز) 
مجموعه‌های زا - () و ۸ 6۳ - ۸) و (2 - ۸۸ ) را بدا کنید. 
پاسخ. 
< (۸-0) ن(ل) -ظ- ۸ با <و- 6 
[9 و ,4 ,0 < ۳( - ۸) ز نع 0 < 
0 
بأمتهوم مجموعه ‏ ویژگی‌های آن ۳ عمل کردن یا ان آشنا شلدیم . بهتر 
است فهرستی از این ویژگی‌ها را بياوريم تا هم مروری بر درس‌های گذشته 


۳ 


باشد وهم درصورت تردید» بتوان به آن‌ها مراجعه کرد. حافظه همه‌چیز را 
به‌سادگی درذهن نگه نمی‌دارد» به‌همین‌دلیل است که وازه‌نامه‌های مختلف را 
درست کرده‌اند. این هم واژه‌نامه‌ای است از ویژگی‌های مجموعه‌ها: دراین 
دواژه‌نامه»» ۰۸ 3 و ) مجموعه‌هایی دلخواه. ]1 مجموعه مرجم آن‌ها و ۵ 
مجموعهٌ تهی است. نشانهٌ " به‌معنای متمم مجموعه است: ۰۸ یعنی متمم 
مجموغةٌ ۸ نسبت به مرجع 11. 

.4 ) ۸4 ۱ 

۲) اگر 83 ۸ و ۸ 8 آنوفت ۶ < ۸. 

۳) اگر 13 ۸ و 0 8 آنذوفت با ) ۸. 

.# ۴ 

.۸ > ۸۷ ۵ 

۶ ۸ ۳۱ < ظ لا ۸. 

.۸ )۱ ۲ - ۲۶۸۲۱ ۸۸ ۷ 

۸ 67 نا( (۸۱) << ( لاظ) لا ۸. 

.۸ ۲۱) ۲۱ ( < )۸ ۲۱ (۲۱ ٩ 

۰ لزع ور لا قر. 

۸۲۱ ۸ < ۸4 ۲۱ 

۲ ( ۲۱ ۸) لا (۸۲۱) < (0 ۲ ) !۱ ۸. 

۳ (6 لا ۸) ۲( ۸۱۲) < (6 لا ظ) ۲۱ ۸. 

۴ ۸ < ۵ لا۸. 

.۸ ۲۱ ۸۸ -< ۸ ۵ 

۶) ۲ <- ۸ ل(۸۱. 

.۸ )۱ 4 < ۵ ۷ 

۸) اگر ۲ ۰ 4. آنوقت ۲ < 8 لا ۸ و برعکس. 

۹) اگر 8 2 4. آنوقت ۸  <‏ ۲۱ ۸ و برعکس. 


۶۴ 


۰ ۲ < ۸ لا۸. 

۸ ۲۱ ۸ <- ۸۵ )۱ 

۷۲ 2 هو ۵.عط از 

۳ ار رز ا: 

۴ ای سا الاح 

۵) لا ۸۳۱ < ۳( ۲۱ ۸). 

۶ ۲ ۲۱ ۸۳ < ۳( لا ۸). 

#یادداشت. بسیاری از این رابطه‌ها را می‌توان از دیگران نتیجه گرفت. 
به‌ویژه می‌توان با تبدیل نماد ] به نماد < نماد ۵ به‌نماد ۸1 ونماد لا به 
نماد ۱) و برعکس از یک رابطه رابطه دیگری را به‌دست آورد. مثلا ازاین‌راه؛ 
رابطة ۰۵ نتیجه‌ای از رابطه ۰۴ رابطه ۰۷ نتیجه‌ای از رابطة ۶ رابطة ۱۳ 
نتیجه‌ای از رابطه ۰۱۲ رابطه ۱۷ تتیجه‌ای از رابطه ۱۶ و غیره است: 

به‌این‌ترتیب اگرتنها ۶ رابطه از » تا ] را که در زیر نوشته‌ایم» بدائیم» 
می‌توان بقیه را از آن‌ها نتیجه گرفت : 

۵ ۸ ل۶۱ << ] لا 

۵ (6 لا ظ) ۸۱ < نم لا( ۸۱۲) 

) ۸۳۱۵ (۳۱ )۸2۱۵ ۲3(۳ < ۸ 6 

0 (9۱] لا ۵ ) -< و ۲۱ ۸ 

6 3 ۲ ۸ جه 1 - ] ۸۱ 

6 اه لا راد ۱ اعد ۲( 
تمرین‌ها 

۰ مجموعه ۸ دانش‌آموزان یک کلاس؛ شامل دو مجموعه جداازهم 
است: ۰۸ مجموعه دانش‌آموزانی که با بازی شطرنج آشنا هستند و 13 
مجموعه دانش‌آموزانی که با بازی شطرنح اشنا نیستند. از اين رابطه‌هاء کدام 


۶ ۵ 


درست و کدام نادرست است: 
 < ۵4 ۲(۸ - ۸ <‏ جه ۸ <- /۱(۸ 
 < ۸: ۸ ۲۱  < ۵‏ لا ۳(۸ 
۱ بت کید اگر داشته‌باشیم : ۸ < ظ ۸۱۱ و ] < ۸ لا 
آن‌وفت 73 < ۸. 
۲ اگر داشته‌باشیم : 
,3۲ ند 16 :۱,۷,۳ < لب 
او اه ,۲۱,۲ 8 
مجموعه‌های زیر را پیدا کنید : 
6 ۱ ۵ ۱۵۱۷ 
۱ 0( ۴()۶۱۵ (58۱117) 6 (۶ ۱ ۳()۸ 
(7۲۵) ۱ ۵(/۲ 
۲ این دوگزاره را ثابت کنید : 
۱) اگر ] < ۲ لا و 8 -<۱۳۰ 7 آنوقت ۳ -< لر ؛ 
‌( اگر 4 ۲ و ] - 1/0۱۳ آن‌وقت ۳ < (] ؛ درضمن عکس 


ین دوگزاره هم دراسصست تا 


۵ ۶ < 3 (۸۱ 
۵ به‌یاری نمودار وٍن» درستی این قاعدة بخشی را ثابت کنید : 
(6 ۱0۸۱0۵۸۱۵ ۶ (0 0 ) نا ۸ 


اه 


۶ درشکل ۰۱۸ ۸ و 13 و !). هرکدام معرف یک مجموعه‌اند. بخش 
هاصورخورده» چه عمل‌هایی را معرفی می‌کند. 

۷ می‌دانيم ۵ < 8 ۲۱ ۰۸ ثابت کنید 9 ) ۸. 

۸ در هرکدام از نمودارهای الف و ب (شکل ۰)۱٩‏ این مجموعه‌ها 
را هاشور بزنید: ۰1۳ ۲۲۲ ۰۷ ۲۲ ۰۲۱1 ۲۷ - ۰۲۲ ۲۳ - ۲7۲ 
۱9۹ 


٩‏ به‌جای ؟» یکی از نمادهای > یا 2 را بگذارید: 

الف) ( - ۸۱/۸ ب) ( 0 ۸۱)۸ 

پ) (۸ - ۸۳۱/9 ت) (8 ۱۱ ۸۱)۸. 

۰ برابری 8 0 ۸ < 8 - ۸ تفاضل دو مجموعه را به"نمک 
«اشتراک» و «متمم» توضیح می‌دهد. دستوری بیدا کنید که اجتماع ۲ لا۸ 
را په‌کمک «اشتراک» و «متمم» توضیح دهد. 


۰۷ 


۶ 4 و با مجموعه‌هایی از مرجم سستتد. این دو عبارت 
را ساده کنید: 
(ظ ۲۱ ۸۸ ۸۱ <- 2 
۸00۱( 0(۱ ۲۱۳ ۸) < ۲ 
+ بافرضص ] ۸4 ۸ ظ و 1۸۷ ) این دوعبارت را 
ساده کنند : 
۵4 ۱( ۱۵ 0۸( 100۸۱ < ۱(2 
(۵ ۱ ۸۱ ۱۵ (۱۵) 
0 0 ۸ ۱۵ (۵ ۱ ۸ ۸۱ ۸ ۱۵( ۸ - ۲(7 
(۵ ۲۱ ۳ ۸۲۱) لا (/۲۵) 


*۳. این دو برابری را ثابت کنید: 
لا ۵ لا ۴۱۸0 :9 ۵ عت (ظ ن۱()۸۵۱ 
+ پافرض ۸ ۰4 ۸ ظ و 1 ]) 0 ابت کنید: 
7 ۸4 0 0 ۱ 0۱۵۱۲۸۲۱۴8۳ ۲ ۲۱ ۸) 


۵ در شهری از آذربایجان» هرکس يا به زبان آذری صحبت می‌کند؛ یا 
به‌زبان فارسی و يا به هردو زبان. »٩درصد‏ ساکنان به زبان آذری و ۷۰درصد 
آن‌هابه زبان فارسی حرف می‌زنند. چنددرصد ساکنان این شهر به هردو زبان 
آذری و فارسی صحبت می‌کنند؟ 

۶ هر مستطیل را به‌عنوان مجموعه‌ای از نقطه‌های وافع برمحیط و 
درون آن می‌گیريم. اگر همه مستطیل‌های محاط در دایرة (00:۴) را درنظر 
بگیریم» اشتراک آن‌ها چه شکلی را تشکیل می‌دهد؟ اجتماع آنها چطور؟ 


۶۸ 


یادداشت. دایر؛ُ (0(,18)) یعنی دایره‌ای به‌مرکز نقطهٌ () و باشعاع برابر 
درضمن ستطیل وقتی در یک دایره محاط است که چهار رأس آن؛ 
روی محیط دایره باشد. 

۷*۶ هر مثلث را به‌عنوان مجموعه‌ای از نقطه‌های واقع در درون یا 
روی محیط آن فرض می‌کنيم. اشتراک همه مثلث‌های متساوی‌الاضلاع محاط 
در دایرة (76 ,۰/00 چه‌شکلی را می‌سازد؟ اجتماع آن‌ها جطور؟ 

این مجموعه‌ها را درنظر می‌گيريم (منظور از لال» مجموعة 
عددهای طبیعی است) : 

:+( > ,۷ 6 12۱2 < ۸4 
۴1 حر ,۷ ع" ات4 ند ار 
۵ ود ۳6 تا ات 
۵۱ + ده > ۴ ,۱۷ ع: |۱2 بد ([ 


مطلوب است 3 ۲۱ ۰۸ 7 لا ۰۸۱ ( لان) ) - ۰3 1 - ۸ 
و ۸ - ). 
۵٩‏ می‌دانیم : 
ی گر 
٩ 0‏ عد 9 
ب( 1۱۵ ا. (جوبلا یه دای 
اوعد . :اوعد را 
کدام‌یک از این مجموعه‌ها می‌تواند برابر مجموعة ۸ باشد؛ به‌شرطی‌که: 
الف) ۸ لو ظ ) دد؛ ب) ۵ .و با ) د؛ 
پ) ۸ # ۸ و 0 #2 ۸+ ت) 8 ۸و ۲ #۶ ۸. 


۶۹ 


شکل ۲۰ 


۰ مي‌دانيم ۲ ] ۸ و 0 ] 1. درضمن ۸ ع ۰6 ظ ع «. 
ب) ع 6 ۸ ۶ ۰ ظ  #‏ و 0 2 ۲ 

کدام‌یک از این گزاره‌ها درست و کدام نادرست است: 

الف) ) ع »؛ ب) ۸ 6 0 پ) ۸ 6 ت) ۶ ع 0 
ث) ۸ #۶ 6 ج) ۸ ۶ . 

۸ در شکل ۰۲۰ چند نمودار ون داده شده‌است. کدام نمودار مربوط 
به کدام گزاره است: ۱) 
۱ 2 ۸: ۲) ظ] د ۱۸ ۳ 4۵ < ۸۲۱8 ۴) 4 ۶« 0۱ ۸ 

#۶ سه مجموعة ۸ و ژا و ) داده شده‌اند و می‌دانیم : 


رن 6۱۸۱۵ (۲ ۸۱۱) و 60۸0۵ ( ۲۱ ۸ ) 


چه رابطه‌ای بین دو مجموعه لا و ) وجود دارد؟ 


۳ عددهای درست 


در یکی از نوشته‌های مانده از یونان باستان به‌نام «پرومته در زنجیر» با زبان 
!پرومته». اسطوره افسانه‌ای» می‌خوانيم : 

از رنج‌های انسان‌ها بشنوید» که درآغاز گروهی درمانده بودند. 

ه‌آنان آموختم که بیندیشند و خرد خود را به‌کار گیرند ... 

و سیس. راه به کار بردن عددها را 

که سرامد دانستی‌هاست ... به ال‌ها شناساندش. 

تاهمین آخرها بسیاری گمان می‌کردند «عدد» را فیلسوفی» نابغه‌ای یا 
دانشمندی اختراع کرد و به آدمیان یاد داد جگونه بشمارند و جگونه «حسابت؛ 
اسب‌ها با فرزندان خود را نگه دارند. بیشتر نویسندگان» «اختراع» عدد را به 
فغاغوزنثهة فیلسوف و ریاضی دان دوران کهن پونان نسبت ام دادند.. ختی فر 
سال‌های پایانی سدهُ نوزدهم لثرپولد کرونه‌کر (۰)15:00661:61 ریاضی‌دان 
بااستعداد آلمانی (1۸۹۱-۱۸۲۳میلادی) معتقد بود: «عددهای درست را 
بروردگار بزرگ آفرید» ولی عددهای دیگر؛ ساختهٌ دست بشر است». 

حقیقت چیست؟ عددهای طبیعی 


ما ها وا سا 


ازکجا و چگونه بدید آمدند؟ 

بخشی از یادداشت‌های یک جهان‌گرد پژوهشگر به‌نام پیکلوخو ما کلای» 
دربار؛ بومیان «گین‌نو»» تاحدی می‌تواند موضوع را روشن کند. بومیان از او 
می‌پرسند» کشتی چه‌موقع به این جزیره می‌آید؟ و ماکلای می‌نویسد: 

فکر کردم وقت آن است ببینم بومی‌ها چگونه می‌شمارند. چندتکه 
کاغذ برداشتم» آن‌ها را از سمت پهنا بریدم و به تکه‌های کوچکتری بخش کردم 


1 


۰ مشتی از آن‌ها را ب‌یکی از بومی‌ها دادم و گفتم هر تکه کاغذ نشانة ۲ 
روز است. همه دور بومی جمع شدند. او به‌یاری انگشتان خود» آغاز به 
شمردن کرد. ولی اندکی بریشان بود .۰.. دیگران تکه کاغذها را از او گرفتند 
و به دیگری دادند. او کاغذهای بریده را گرفت و باغرور خاصی» جایی 
نشست و یک نفر را هم به‌یاری خواست و. سپس آغاز به شمردن کرد. 
اولی تکه‌های کاغذ را روی زانویش می‌چید و برای هرکدام با صدای بلند و 
به زبان خود می‌گفت «یک». دوّمی واژهُ «یک» را تکرار می‌کرد و» همراه با 
آنْ» یکی از انگفتان دست: خنرد را مي‌بست. اول انگشتان یک دست و سد 
انگشتان دست دیگر خود را. وفتی به »۱ رسید و همه انگشتان دو دست 
او بسته شد» هردو دست خود را تا زانو پایین آورد و باصدای بلند به‌زبان 
بومی‌ها؛ گفت «دو دست». درهمین زمان) نفر سوم یکی از انگشتان خود را 
خم کرد» سپس برای ۱۰ نکه کاغذ دوم یک انگشت دیگر و برای ۱۰ تکه 
کاغذ بعدی. انگشت سوم خود را بست. تعداد بقیة کاغذها به ۱۰ نمی‌رسید 
و آن‌ها را به‌کناری گذاشتند. ه‌نظر می‌رسید» کار شمردن تمام شده‌است. ولی 
من آرامش آن‌ها را به‌هم زدم. .. .» 

نیازی به ادامةٌ نوشتة این پژوهشگر نیست. تا همین‌جا» می‌توان به دو 
نتیجه اساسی رسید : 

۱) انسان» درطول تاریخ خود. به‌تدریج و به‌کندی» شمردن را یاد گرفت 
و هرچه نیازهای زندگی پیچیده‌تر می‌شد مرز «شمارش» بالاتر می‌رفت و 
توانایی شمردن تعداد بیشتری از چیزها را بیدا می‌کرد. درضمن در مرحله‌های 
نخستین» از اندام‌های بدن خود» و بیش‌ازهمه» از انگشتان دودست خودء 
برای شمردن استفاده می‌کرد. «دست» به‌معنای ۵ و «دست‌ها به‌معنای ۱۰ بود. 
هنوز در زبان فارسی برای ۵ انگشت دست از واه اینجه» استفاده می‌کنيم. 

این‌که انسان» به‌طور معمول» ۰ انگشت در دو دست خود دارد؛ میرجب 


شد. تا به‌تدریج همین عدد ۱۰ مپنایی برای «شمردن» شود. در نوشتة بالا 


۷ 


شکل ۲۱: مقایسة تعداد تکه‌های کاغذ با انگشتان دست 


دیدیم » وقتی بومیان ضمن شمردن به ۱۰ می‌رسیدند» نفر دیگری» یک 
انگشت خود را به‌نشانة ۰ می‌بست و همین روش شمردن؛ به‌تدریج 
و درطول زمان «عدد شماری دهدهی» را به‌وجود آورد. شاید؛ اگر انسان 
درهر دست خود؛ ارت داشت؛ عدد شماری امروز» به‌جای «دهدهی» 
ادوازده‌دوازدهی؛ می‌بود. 

خیلی از قوم‌ها» برای عددشماری» از مبنای ۵ (تعداد انگشتان یک 
دست) يا از مبنای ۲۰ (تعداد انگشتان دست‌ها و پاها) استفاده می‌کردند؛ 
ولی درطول زمان» عددشماری دهدهی همگانی شد. 

۲) اما نتیجه جالب‌تری که می‌توان قرفت. این است که برای شمارش 
از مقایسه دو مجموعه استفاده می‌کردند : مجموعه تکه‌های کاغذ و مجموعه 
انگشتان دست. 

این مقایسه چگونه انجام می‌شد؟ انگشت دست. بایک تکه کاغذ فرق 
دارد. باوجوداین» با کنار گذاشتن هر تکه کاغذ» یک انگشت خود را می‌بستند» 
شمردن درمقایسه عضوهای دومجموعه به‌وجود امد و شکل گرفت. 

این مقایسه را» در ریاضیات. تناظر یک‌به‌یک می‌گویند. در شکل ۰۲۱ 
هر تک کاغذ متناظر با یک انگشت دست و هر انگشت دست متناظر بایک 
تکه کاغذ است. بس. تعداد تکه‌های کاغذ با تعداد انگشتان یک دست برابر 


۷۳ 


هر مجموعه‌ای که بتوان عضوهای آن را با انگشتان یک دست؛ در تناظر 
یک‌به‌یک قرار داد» نمایندهٌ عدد ۵ است. و ۰۵ یک عدد طبیعی است. 

ه‌طور کلی» اگر تعداد عضوهای دو مجموعه یکی باشد» دو مجموعه 
را هم‌عدد یا همارز ویا دربعضی موردها» هم‌توان می‌گویند. 

عضوهای دو مجموعه هم‌ارز را هميشه می‌توان در تناظر یک‌به‌یک قرار 
داد. درضمن؛ مجموعه‌های هم‌ارز» معرف یک عدد طبیعی هستند. درواقع 
هر عدد طبیعی را می‌توان ویژگی مشترک همه مجموعه‌های هم‌ارزی دانست 
که تعداد عضوهای هریک از آن‌ها برابر با آن عدد طبیعی باشد. 

عددهای طبیعی از ۱ آغاز می‌شوند و به‌ترتیب» هر عدد یک واحد از 
عدد قبلی خود بزرگتر است. به‌این‌ترتیب» عددهای طبیعی پایانی ندارند. و 
نمی‌توان عددی را نام برد که بزرگترین عدد طبیعی باشد. عددهای طبیعی» 
یک دنباله تشکیل می‌دهند. اين دنباله» آغاز دارد» ولی پایانی ندارد. 


ما ۱ ها ی ۲( 
1 


درمیان انسان‌های نخستین» بی‌بایانی عددهای طبیعی» معنایی نداشت. 
آن‌ها» بسته به نیاز خود» تاجایی می‌شمردند و از آن‌به‌بعد را با واه «خیلی» 
بیان می‌کردند. هنوز در ضرب‌المثل‌ها و واژه‌ها» می‌توان نشانه‌هایی از این‌گونه 
را پیدا کرد. وقتی می‌گویند «هفت بار گزکن» یک‌بار پاره‌کن»»" به‌این معنا نیست 
که برای باره‌کردن بارچه باید درست هفت بار اندازه گرفت» نه کمتر و نه 
پنشتر > بلکه منظور این است که ببه‌اندازه کافی» دفت کن. وقتی در فصه‌های 
کودکان» از شهری صحبت می‌شود که «هفت برج‌وبارو» دارد؛ یعنی این شهر 


2 ۱ 7 ۳۹ ۲ ِ 7 
۱ گر :با ذرع؛ واحد طول درایران» قبل از رسمی شدن دستکاه متری و برابر 
۴ سانتی‌متر. 


وش 


برج و باروهای زیادی دارد. برای بعضی عددهای دیگر هم چنین نشانه‌هایی 
وجود دارد: «هزاریا»» پعنی جانوری که باهای زیادی دارد؛ «جلچراغ»» یعنی 
وسیلة روشنائی سقف سالن که چراغ‌های زیادی دارو و غیره. 

درک بی‌بایان بودن دنبالهٌ عددهای طبیعی» خیلی اسان به‌دست نیامد. 
ارشمیدس» افلیدس و اراتوستن» که به‌تقریب هم‌زمان بودند و در یونان پیش 
از میلاد می‌زیستند» به احتمال زیاد» نخستین کسانی بودند که درباره بی‌بایانی 
دنباله عددهای طبیعی بحث کردند. البته» ریاضی‌دانان هندی از دوره‌های 
باستانی» با عددهای بزرگ کار می‌کردند و دربارءٌ عددهای بزرگ جیستان؛ 
می‌ساختند» ولی مفهوم بی‌بایانی دنبالهٌ عددهای طبیعی را در کارهای خود 
وارد نک دند. 

ارشمیدس» برای این‌که نشان دهد بزرگترین عدد طبیعی» وجود ندارد؛ 
کتاب «دانه‌های شن» را نوشت؛ اقلیدس» بی‌بایانی دنبالة عددهای اول را ثابت 


کرد و اراتوستن؛ راهی برای به‌دست آوردن عددهای اول ارائه کرد. 


5 مجموعه عددهای طبیعی 


۱ ساده‌ترین و شناخته‌ترین عددها» عددهای‌درست مثبت‌اند که به آن‌ها 
عددهای طبیعی گویند. عددهای طبیعی از ۱ آغاز می‌شوند و پایانی ندارند 
را با نماد لا نشان می‌دهند : 

ای با ۷ 4 ۳ 


است؛ به‌زبان دیگر: »۰ یک عدد طبیعی است. عددهای طبیعی؛ بیش از هر 
عدد دیگری کاربرد دارند و» بنابراین» آشنایی با ویژگی‌های آن‌ها و شناخت 


۷۵ 


فانون‌های عمل با آن‌ها» اهمیت جدی دارد. وقتی مجموعه همه عددهای 
طبیعی را» با آغاز از عدد ۱ به‌ردیف صعودی (یعنی از کم به زیاد) بنویسیم؛ 
به آن دنبالة عددهای طبیعی گویند. 

هر عدد طبیعی 7 بعد از عدد طبیعی دیگری آمده‌است که براپر ۱ -- 7 
است» به‌جز عدد ۱ که قبل از آن؛ عدد طبیعی دیگری وجود ندارد. 

همچنین؛ برای هر عدد طبیعی ۰1۲ عدد دیگری وجرد دارد که بلافاصله 
بعد از 7 فرار دارد: ۱ + 9 . 

عددهای ۰۱۱-۱ 1 و ۱ + راسه عدد متوالی (يا سه عدد بشت‌سرهم) 
گویند. 

بی‌پایانی دنبالٌ عددهای طبیعی» از همین‌جا ناشی می‌شود» زیرا عدد 
طبیعی ۲ را؛ هرقدر بزرگ درنظر بگیریم عدد طبیعی ۱ + ۰7 که بزرگتر از 
آن است؛ وجود دارد. 

۲ عمل با عددهای طیعی. در مجموعةٌ عددهای طبیعی» عمل‌های 
جمع و ضرب. معین و قابل‌درک است» زیرا مجموع یا حاصل‌ضرب هردو 
عدد طبیعی» خود» یک عدد طبیعی است. همچنین عمل توان (به‌شرطی‌که 
نما» عددی طبیعی باشد)؛ ممکن است یعنی توان دست یک عدد طبیعی : باز 
هم عددی طبیعی است. 

می‌گویند: مجموعهٌ عددهای طبیعی؛ نسبت‌به عمل‌های جمع؛ ضرب 
و توال» مجموعه‌ای بسته است و این به‌معنای آن است که نتيجه عمل» 
عددی است که عضو مجمرعه عددهای طبیعی است. ‏ 

مجموعة عددهای طبیعی ؛ نسبت به تفریق و تقسیم بسته نیست؛ یعنی 
نتیجه کم کردن یک عدد ظبیعی از عدد طبیعی دیگر؛ ممکن است عددی 
طبیعی نباشد+ همچنین؛ نتیجه تقسیم عددی طبیعی بر عدد طبیعی دیگر؛ 


۱ گاهی به‌اشتباه «رشتة عددهای طبیعی» می‌گویند؛ ولی در یک رشته؛ باید جمله‌ها با 
علامت + پا - به‌هم مربوط باشند» درحالی‌که در دنباله. چنین علامت‌هایی وجود ندارد. 


۷۶ 


می‌تواند عددی طبیعی نباشد. 

مثال. نتیجه تفریق ۷- ۱۳ برابر ۶ می‌شود که خود عددی طبیعی است؛ 
ولی نتیجه تفریق ۱۳ - ۰۷ عددی طبیعی نیست. 

همچنین نتيجة تقسیم ۳ : ۱۳ برابر ۴ می‌شود که عددی طبیعی است؛ 
ولی نتيجة تقسیم ۱۲ : ۴ عددی طبیعی نیست. 

مجموعة عددهای طبیعی» نسبت به عمل ريشه گرفتن هم؛ مجموعه‌ای 
بسته پیست: ريشه دوم ۰٩‏ عددی طبیعی و برابر است با ۰۳ ولی ريشة دوم 
۵ عددی طبیعی نیست. 

۲ ردیف عمل‌ها. وقتی با عمل‌های متوالی متعددی سروکار داشته‌باشيم؛ 
باید به چند نکته توجه کنیم : 

۱ عمل‌های داخل پرانتز مقدم بر عمل‌های بیرون از آن است. فرض 
کنید» بخواهیم نتيجهٌ این عمل‌ها را به‌دست اآوریم: 


(۷- ۱۸۲) *< ۳ 
دراین‌جا اول باید مقدار داخل پرانتز را بیدا کرد : 
۵ <- ۷ - ۱۸۲ 

و بعد» بقه عمل‌ها را انجام دا رتش فن ۲ نا کاخ). 


۳ < )۱۸۲ -۷( < ۳ « ۱۷۵ 2 ۵ 


۲( در ردیف عمل‌هایی که شامل برانتز نباستد ) عمل‌های ضرب و نقسیم ؛ 
پر عمل‌های جمع و تفریق مقدم‌اند. بین دو عمل ضرب و تقسیم یا دو عمل 
سشله‌است ‏ انجام داد. 


۷۷ 


چند مثال 


۱۲ ٩+ ۲۸: ۴ 2-۱۲ + ۱۶: ۴ < ۱۲ 4+ ۴ - ۶: 
۱۲۵ -۷ « ۴ + ۱۱۱ : ۳۷ 


-< ۱۲۵ - ۲/۸ 1-۳ << ٩۷ 4 ۳ << 


5 بخش‌پدبری در مجموعه عددهای طبیعی. می‌گو یند عدد طبیعی 0 بر 
عدد طبیعی ‏ بخش‌پذیر است» وفتی عددی طبیعی مثل 6 وجود داشته‌باشد» 
به‌نحوی‌که داشته‌باشیم : 

جع زا از 


در تفسیم یک عدد طبیعی بر عدد طبیعی دیگر»‌ممکن است خارج‌قسمت؛ 
عددی طبیعی نباشد» دراین‌صورت می‌گویند» عدد اول بر عدد دوم بخش‌پذیر 
نیست ؛ یا دفیق‌تر» در تقسیم عدد اول بر عدد دوم؛ اگر بخواهیم؛ خارج‌قسمت 
عدد درستی باشد عمل تقسیم همراه با باقی‌مانده است. مثلاً در تقسیم عدد 
۷ برعدد ۰۵ خارج قسمت برابر ۵ و بافی‌مانده برابر ۳ می‌شود؛ يا می‌توان 
گفت خارج قسمت برابر عدد 9 است؛ که عدد درستی یست. 

بنابراین؛ در برابر یک پرسش قرار می‌گیریم : چگونه می‌توان ازقبل 
فهمید که یک عدد طبیعی بر عدد طبیعی دیگر بخش‌بذیر است یانه؟ برای 
ساده‌ترین عددها می‌توان پاسخ این پرسش دا پیدا کرد 

پیش از آن‌که به معیارهای بخش‌پذیری بپردازيم؛ به دو نکته اشاره می‌کنیم. 

نکته اول این‌که» اگر دو عدد بر عدد سوم بخش‌پذیر باشند» مجموع 
يا تفاضل آن‌ها؛ بر عدد سوم بخش‌پذیر خواهدبود» عددهای ۴۲۰ و ۳۵۰ 
هردو بر ۷ بخش‌پدیرند: 


۴۱۵۲۱۷ 2۶ 2 ۳۵ ۰ ۰ ۷ - 0 


۷۳۸ 


۴۲۵ + ۳۵۰ < ۷۷۰: ۴۲۵ - ۳۵۰ < ۰ 


نیز بر ۷ بخش‌پذیرند: 


۰ 7 ۷ ۰ ۷ کح :۱۷۹/۵ 


همچنین» اگر عدد 6 بر عدد ور بخس‌پذیر باشد؛ چندبرابر عدد ۶ هم ) 
بر 6 بخش‌پذیر است. عدد ۱۵ بر ۵ بخش‌پذیر است: 


۲ :و ۱۵ 


پس ۱۱ برابر عدد ۱۵ یعنی ۱۶۵ هم بر ۵ بخش‌پذیر است: 
۲ بت ۰:۵ ۱۶۵ 


نکته دوم مربوط به باز کردن یک عدد می‌شود. وقتی شما می‌نویسید 
۷۳۷۳۷ تنها از رقم ۷ استفاده کرده‌اید. رقم ۷ را سهبار به‌کار برده‌اید» ولی 
معنای این سه‌رقم باهم فرق دارد : رفم ۷ سمت راست؛ یعنی ۷؛ رقم دوم از 
سمت راست» یعنی ۷۰ و رقم سوم یعنی ۰۷۰0 پس ۷۷۷ را می‌توان این‌طور 
نوشت : 

۷۰۰ ۷۰ ۸ 

این را» بازشده عدد ۷۷۷ گویند. 

اگر رقم‌های یک عدد مثلا سه‌رقمی زا» از چپ به راست با حرف‌های 
۵ و ا و » نشان دهیم. با نوشتن آن به‌صورت 006 ممکن است اشتباه کنیم 


و خیال کنیمء منظور پیدا کردن حاصل‌ضرب سه عدد و ۵ و 6 در یکدیگر 
است. به‌همین مناسیت آن را به‌صورت 1179 می‌ نو یسنل : 9 یعنی عدد 


۷۹ 


سه‌رقمی که یکان آن برابر تط ده گان آن برابر ‌ ۴ شدگان آن برابر 0 است ۴ 


بازشدة آن چنین می‌شود: 


» 4+۱۰ ۱۰۰۵ << ره 


ویا برابر صفر باشد. عددهای ۰۳۰ ۰۵۲ ۰۷۴ ۰۱۹۶ و ۴۷۵۸ همه بر ۲ 
بخش پذیرند. 

یادداشت ۰۱ صفر بر هر عددی بخش‌پذیر و خارج‌قسمت برابر صفر 
اننک ‏ 


و - (۲ ۰ ه ۶ << ۱۸۱ : ه 


بنابراین» برای بخش‌پذیر بودن یک عدد بر ۰۲ می‌توان گفت : عددی بر ۲ 
بخش‌پذیر است که رقم سمت راست آن بر ۲ بخش‌پذیر باشد. 

یادداشت ۲. عددهای بخش‌بذیر بر ۲ را» عددهای زوج و عددهای 
بخش‌ناپذیر پر ۲ راء عددهای فرد می‌نامند. 

عددهای زوح مثبت» زیرمجموعه‌ای از مجموعة عددهای طبیعی هستند» 
همچنین» عددهای فرد مثبت هم زیرمجموعة دیگری از عددهای طبیعی 

یادداشت ۳. اگر عدد صفر را به مجموعهٌ عددهای طبیعی اضافی کنیم؛ 
مجمو عه عددهای حسابی؛ به‌دست می‌آید که آن را با ۷ شان می‌دهند : 


یه (:] لا از ۷۷۲ 


۲) عددی بر ۳ یا ٩‏ بخش‌پذیر است که مجموع رقم‌های آن بر ۳ یا ٩‏ 
بخش‌پذیر باشد. 


با 


۳ +۴4۷ +۵4 ۲ 2 ۱ 


۱ بر ۳ بخش‌پذیر است (زیرا مجموع رقم‌های آن تهی ۳۱ ۲ نی ۲ 
بخش‌پذیر است)۰ پس عدد ۳۴۷۵۲ بر ۳ بخش‌پذیر است. ولی این عدد 
بر ٩‏ بخش‌پذیر نیست» زیرا مجموع رقم‌های آن (یعنی ۲۱) بر ٩‏ بخش‌پذیر 

۳) عددی بر ۴ يا ۲۵ بخش‌بذیر است که عدد دورقمی سمت راست 
آن» پر ۴ یا ۲۵ بخش‌پذیر باشد. 

عد ٩۷۳۶‏ بر ۴ بخش‌پذیر است» زیرا ۳۶ بر ۴ بخش‌پذیر است؛ این 
عدد بر ۲۵ بخش‌بذیر نیست؛ زیرا ۲۶ بر ۲۵ بخش‌پدیر نیست. 

عدد ۴۲۸۳۷۵ بر ۲۵ بخش‌بذیر است زیرا ۷۵ بر ۲۵ بخش‌پذیر است؛ 
ولی همین عدد بر ۴ بخش‌پذیر نیست» زیرا ۷۵ بر ۴ بخش‌پدیر نیست. 

۴ عددی بر ۵ بخش‌پذیر است که به ۵ یا » ختم شده‌باشد.عددهای 
۵ و ۲۱۰ بر ۵ بخش‌پذیر و عدد ۵۵۱ بر ۵ بخش‌ناپدیر است. 

۵) عددی بر ۶ بخش‌پذیر است که هم بر ۲ و هم بر ۲ بخش‌پذیر باشد. 

۶ بر ۶ بخش‌پذیر است. زیرا هم زوج است و هم مجموع رفم‌های 
آن» یعنی ٩‏ بر ۳ بخش‌پذیر است. 

۶ عددی پر ۸ يا ۱۲۵ بخش‌بذیر است که عدد سه‌رقمی سمت راست 
آن بر ۸ يا ۱۲۵ بخش‌بذیر باشد. عدد ۲۵۷۲۰ بر ۸ و عدد ۲۹۱۳۷۵ بر 
۵ بخش‌پذیر است. زیرا ۷۲۰ بر ۸ و ۲۷۵ بر ۱۲۵ بخش‌بذیر است 

۷ عددی بر ۱۰ بخش‌پذیر است که به صفر ختم شده‌باشد. عددهای 
۵۰ و ۳۲۰۰ بر ۱۰ بخش‌پذیرند» زیرا رقم سمت راست آن‌ها برابر صفر 


۸ 


(با آغاز از سمت راست) و مجموع رقم‌های ردیف زوج (بازهم با آغاز از 
سمت راست)» برابر صفر یا بر ۱۱ بخش‌پذیر باشد. 

3 عدد ۷۵۹۴۴ را درنظر می‌گيريم. اگر از سمت راست عدد آغاز 
کنیم» رقم‌های ۰۴ ٩‏ و ۷ در ردیف فرد و رقم‌های ۴ و ۵ در ردیف زوج 
وافم‌اند و و داریم 

۲4 < ۲۷+ ۴+۱ < مجموع رقم‌های ردیف فرد 
٩‏ < ۵ +۴ < مجموع رقم‌های ردیف زوح 


تفاوت این دو مجموع یعنی ٩‏ - ۰۲۰ برابر ۱۱ می‌شود که بر ۱۱ بخش‌پذیر 


۴ - ۱۱ : ۷۵۹۴۴ 
۹( عددی بر ۱۲ بخش‌پذیر است که هم بر ۳ وهم بر ۴ بخش‌پذیر 
باشد. عدد ۷۱۱۵۲۸ بر ۱۲ بخش‌پذیر است. زیرا مجموع رقم‌های آن 
۴ - ۸ + ۲ +۵ ۱+۱4 + ۷ 
و درنتیجه» خود عدد بر ۳ بخش‌پذیر است. ازطرف‌دیگر؛ چون عدد دورقمی 


سمت راست» یعنی ۲۸ بر ۴ بخش‌پذیر است» پس خود عدد هم بر ۴ 
بخش‌پدیر می‌شود : 


۷۱۱۵۲۸۶ ۱۲۱ 


بخش‌پذیری بر ۷ و ۱۳ 
پیش از آن‌که به معیار بخش‌پذیری یک عدد بر ۷ یا ۱۳ بپردازيم با چند 


ولد 


عددی را درنظر می‌گیريم؛ مثلا 


۳۵۸۵۳ ۰۸۱۸۵ ۲ 


این عدد را از سمت راست به گروه‌های سه‌رگمی تسییم می‌کنیم 
۲ ,۱۸۰ ,۶۰۸ ,۵/۸۵ ,۳ 
درنظر بگیریم عددهای سه‌رقمی ردیف فرد را گروه سه‌رقمی‌های فرد و عددهای 
ردیف روح را؛ گروه سه‌رقمی‌های رح می‌نامیم. 
۰) عددی بر ۷ بخش‌بدیر است که» درآن؛ تفاوت مجموع سه‌رقمی‌های 
ردیف فرد با مجموع سه‌رقمی‌های ردیف زوج» بر ۷ بخش‌پدیر باشد. 
مثلا درم رد عدد ۲رهمی بالا همچاس سه‌رقمی‌های ریف فرد برانر است 
۳ - ۳ 4 ۶۰۸ + ۱۸۲ 
ال هجو سه‌رثمی‌های ردیف روح 
۵ 1 ۵/۸۵ + ۱۸۰ 


اختلاف این دو عدد یعنی 
۸ ده ۷۶۵ بت ۷۹۳ 
بر ۷ بخش‌بذیر است؛ بنابراین خود عدد ۱۳ رقمی هم بر ۷ بخش‌پذیر است : 
۶ - ۷ : ۳۵۸۵۶۰۸۱۸۰۱۸۲ 


۳ 


۱ معیار بخش‌پذیری بر ۰۱۳ شبیه معیار بخش‌پذیر بر ۷ است : عددی 
بر ۱۳ بخش‌پذیر است که اختلاف بین مجموع سه‌رفمی‌های ردیف فرد و 
مجموع سه‌رقمی‌های ردیف زوج در آن بر ۱۳ بخش‌پذیر باشد. 

مثلاً پرای عدد ۰۱۳۳۲۶۶۹۷۹۳ مجموع سه‌رقمی‌های ردیف فرد؛ برابر 


۷۹۳ 4. ۳۳۲ << ۵ 


و مجموع سه‌رفمی‌های ردیف زوج برابر 


۶۶۹ + ۱ - ۷۵۰ 


و تفاضل آن‌ها برابر 


۱۱۲۵ - ۶۷۰ - ۵۵ 


است که بر ۱۳ بخش پذیر است. 9 عدد ۰رقمی شا ی ۳ بخش‌پذیر 


۱۳۳۲۶۶۹۷٩۹۳ : ۲۱۳ -< ۵ ۱ 


یادداشت. وقتی عدد » بر عدد 0 بخش‌بذیر باشد. 4 را مضرب ا گویند. 


۳۵ مجمو عه عددهای در ست 

برخی از ریاضی‌دانان سده‌های پیش در ايران (و همچنین در هند) به 
مساله‌هایی برمی‌خورند که جواب آن‌ها» عددی کمتر از هیچ بود. آن‌ها؛ برای 
توضیح این گونه جواب‌ها» اصطلاح خاصی داشتند: عددهای بزرگتر از صفر 
را «موجودی» و عددهای کمتر از صفر را «قرض» می‌نامیدند» اصطلاح‌هایی 
که با واقعیت هم تطبیق می‌کند. به مثالی توجه کنیم. 


و 


۵ ۴ ۳ ۲ ۱ ما 4 هت وت 


شکل ۲۲ . مجور عل‌دها 


بدری ۵۰ سال و پسرش ۲۰ سال دارد. بعد از چندسال» سن پدر سه‌برابر 
سن پسر می‌شود. 

تفاوت سال‌های سن بلر و بسر برابر ۳۰ است. این تفاوت هرگز تغییر 
نمی‌کند» یعنی وفتی که سن پدر سهبرابر سن پسر باشد» بازهم تفاوت سن 
آن‌ها: همین ۳۰ سال است. درآن‌زمان» بدر به‌اندازةٌ دوبرابر سن بسر بزرگتر 
است» یعنی (درآن زمان)» دو برابر سن پسر برابر ۳۰ است. پس پسر باید 
۵ سال و درنتیجه» بدر ۴۵ سال داشته‌باشد تا داشته باشیم : 


۴۵ ۰ ۱۵ - ۳ 


درصورت مساله‌گفته شده‌بود «چند سال دیگر» سن پدر سه برابر سن 
پسر می‌شود». و حالا که جواب را به‌دست آورده‌ايم باید پاسخ بدهیم : ۵۱ 
سال پیش سن پدر» سه‌برابر سن پسر بوده‌است». 

اگر امروز را مرز زمان گذشته و زمان آینده بدانيی در ریاضیات 
سال‌های آینده را با علامت + و سال‌های گذشته را با علامت -- مشخص 
می‌کنند. بنابراین» به پرسش مساله می‌توان این‌طور پاسخ داد : 

«در ۵- سال دیگر» سن پدر سه برابر سن پسر می‌شود». 

۷-۵ سال دیگر» یعنی ۵ سال پیش. 

عدد ۵- را قرینة عدد ۵+ (که همان ۵ است) می‌نامند. دلیل این 
نام گذاری این است که اگر روی یک خط راست افقی؛ نقطه‌ای را به‌عنوان 
مبداء و برای عدد ۰ انتخاب کنیم» می‌توانیم عددهای بزرگتر از صفر را (که 
عددهای مثبت نامده می‌شوند) درسمت راست آن و عددهای کمتر از صفر 


#۵ 


(یعنی عددهای منفی) را درسمت چپ آن نشان دهیم. دراین‌صورت» جای 
دو عدد ۵ و ۵- (و همچنین جای دو عدد ۲ و ۲- و غیره)» درست قرينة 
یکدیگر) نسبت به نقطهُ مبداء قرار می‌گیرند (شکل ۲۲). 

اجتماع مجموعه عددهای طبیعی و مجموعه قرینه‌های عددهای طبیعی» 
همراه با عدد » راء مجموعه عددهای درست می‌نامند ویا 2 نشان می‌دهند :. 


روگ و۲ هار۲ ۴۳ ی .] عد ر7 


# ۲ ۷ 0 2 


ود کوچکترین مضرب مشترک و بزرگترین مقسوم‌علیه 
مشترک دٍ عدد 


(۳۰,۳۵,۰۰۰ ,۲۵ ,۲۰ ,۱۵ ۳ ,۵ ت-_ مجموعه مضرب‌های ۵ << ۸ 


۰۰۸ ۱۸,۲۴۳,۲۰۱ ,1۶,۱۲ << منچنوعة مضرب‌های ۶ << 9 


(تنها مضرب‌های مثبت را درنظر گرفته‌ايم و از ۰ هم که مضرب هر عدديی 
اگر عضوهای این دومجموعهرا» به اندازة کافی؛ بنو پسسیمم ۱ به عددهای 
تسس9 ۱ ۳۹ اد ار( زا 


عضوهای مجموعه 7 ۸۲۱ را» مضرب‌های مشترک دو عدد ۵ و ۶ گویند. 
کوچکترین این عددها» یعنی ۰۳۰ کوچکترین مضرب مشترک دو عدد ۵ و 


/ ای ون 


مزر 


بر عددهای دیگری بخش‌پذیرند که آن‌ها را مقسوم‌علیه‌ها یا بخش‌پاب‌های آن‌ها 


,(۲۱,۳۹,۹۱,۲۷۳ ,۱۳ ,۱,۳,۷ < مجموعهة مقسوم‌علیه‌های ۳ - 7[ 


۵ ۱۷۱ ۳۷ < مجموعه مقسوم‌علیه‌های ۷ << ۲ 


بین مجموعه‌های ۲ ۴ 1 هم عضوهای مسترگی و جود دارد که آن‌ها ۳ 
مقسوم‌علیه‌های مشترک دو عدد ۲۷۳ و ۳۵۷ گویند. 


7 ۳۱ 7 


مجموع ]17۲۱ مجموعه‌ای باایان است که دربین عضوهای آن؛ بزرگترین 
عدد وحود دارد. دراین‌جا؛ بزرگترین عدد عضو مجموعهٌ ۲۱ / برابر است 
با ۲۱ و ۲۱ را بزرگترین مقسوه‌علیه مشترک دو عدد ۲۷۳ و ۳۵۷ کو‌بند, 

دربارٌ کوچکترین مضرب و بزرگترین مقسوم‌علیه مشترک آندکی بعد» باز 
هم صحبت خواهیم کرد. 


5 ما . عد د اول 
به عددی اول گوییم که تنها بر دو عدد بخش‌پذیر باشد: عدد ۱ و خودش. 
عددهای ۱۳ و ۰۱۰۱ عددهایی اوّل‌اند» زیرا جز بر ۱ و خودشان» بر 
عدد دیگری بخش‌پذیر نیستند. 
مجموعهٌ عددهای اول» که زیرمجموعه‌ای از مجموعة عددهای طبیعی 
است؛ مجموعه‌ای بی‌بایان است؛ اگر مجموعه عددهای اول را با نشان 


تا و ۱۰ ۷ ۲۱۳۲۱۵ اد ۳ 


وش 


همه عددهای اول. به‌جز ۰۲ عددهایی فردند. 
عددهای غیر اول را عددهای مرکب گویند. عدد ۱ را نه اول بهحساب 
می‌آورند و نه مرکب 


۶8 عددهایی که بخش‌یاب مشترکی جز واحد ندارند 


دو عدد ۱۵۴ و ۱۹۵ را درنظر می‌گيريم. این‌ها؛ عددهایی مرکب‌اند : 


۷۱۵۴۱ ,۱۴,۲۲,۷۷ ,۲۷,۱۱ ,4۱ < بخشیاب‌های ۱۵۴ 
۹۵۱ ,۳۹,۶۵ ,۱۵ ,۵,۱۳ ,4۱,۳ < بخشیاب‌های ۱۹۵ 


ولی بین بخش‌یاب‌های آن‌هاء چز واحد؛ عدد مشتری دیگری وجود ندارد : 
(۱) < ( بخشیاب‌های ۱۹۵)) ( بخشیاب‌های ۱۵۴) 


از دو عدد ۱۵۴ و ۱۹۵ هیچ‌کدام اول نیستنده ولی ازآن‌جاکه» جز ۰۱ 
بخش‌یاب مشترک دیگری ندارد. آن‌ها را نسبت به‌هم اول گویند. 

دو عدد طبیعی وقتی نسبت به‌هم اول‌اند که» جز ۰۱ بخش‌یاب مشترک 
دیگری نداشته‌باشند. بزرگترین بخش‌یاب مشترک (یا بزرگترین مقسوم‌علیه 
مشترک) دو عددی که نسبت به‌هم اول‌اند برابر است با واحد. 

به دو عددی را که نسبت به هم اول‌اند» عددهای متباین هم می‌گوبند. 
تمرین‌ها 

۳ کدام مجموعءٌ عددها نسبت به سه عمل جمع؛ تفریق و ضرب. 
بسته است» یعنی نتیجه عمل بازهم عضوی از همان مجموعه است؟ 
۱ ۴ در مجموعه عددهای طبیعی در بیشتر عددها» عمل تقسیم همراه 
با باقی‌مانده است. چه روشی برای آزمایش درستی عمل تقسیم می‌شناسید؟ 
۶۵. تفاضل دو عدد. برابر است با ۱۶. دو جمله تفریق را جگونه 
تغييردهيم» تا تفاضل برابر صفر شود؟ 


۸۸ 


۶ ) اگر یکی از جمله‌های ضرب را "برابر کنیم» حاصل‌ضرب چه 
تغییری می‌کند؟ ۲) اگر به‌یکی از جمله‌های ضرب سه واحد را اضافه کنیم 
چطور؟ ۳) همچنین اگر یکی از جمله‌های ضرب را نصف کنیم؟ 

۴ اگر از یکی از جمله‌های ضرب ۲ واحد کم کنیم؟ 

۷ ) اگر بخشی (مقسوم) را نصف کنیم خارح‌قسمت چه تغیبری 
می‌کند؟ بافی‌مانده چطور؟ ۲) اگر از بخشی ۲ واحد کم کنیم» در 
خارج‌قسمت و باقی‌مانده چه تغیبری حاصل می‌شود؟ 

۸ اگر مقسوم (بخشی) را سه‌برابر کنیم یا سه واحد به‌آن اضافه کنیم 
خارج‌قسمت و بافی‌مانده چه تغییری می‌کنند! 

٩8‏ در تقسیم عددی بر ۰۵ خارح‌قسمت برابر ۲۰۴ شده‌است. ولی از 
باقی‌مانده اطلاعی نداریم. این عدد؛ چه عددهایی می‌تواند باشد؟ 


۰ نتیجه این عمل‌ها را پیدا کنید: 
۴۰ : ۳۳۴۲۴۸ + ۳۶ : ۱۲۹۲۴ + ۲۶ ۱۲۳ (۱ 


۲( ۲۹۹۳۲ : ۲۸-۸۴۳۲ :۳۴ + ۶۱۷۹ - ۷ ۷ ۸: 


تست 


۱ 
۳( ۵۸۹۵۶ : ۱۷ + ۲۹۱۵۴ : ۴۳ - ۲۵۶ ۰ ۴۰ 
(۳ ۱۲۱۳۴۴ :۱۶ + )۱۵۴۰ -۹۷۸( + ۳۲ <۷ ۷۴ : ۲: 


اس 


| ۲۴۳۶۸ + ۵۹۳۴۷) - ۲۷۴ «< ۱۳۱۸ : ۸۵۴۲۵۰ (ه۵ 
۱ بنج زیرمجموعة بی‌پایان از مجموعة عددهای طبیعی را بنویسید. 
۲ این عمل‌ها را انجام دید : 
:۸ 41 ۹۶ *< (۵ : ۲۰۳۵ - ۱۱ ۷ ۳۷) (۱ 
۰ : (۳۰۸ < ۴۰۹ - ۱۳۵۹۷۲ (۲ 
ب  )۱۴۳۵ « ۲۰۳ - ۲٩۹۱۳۵‏ ۸۳۴ (۳ 


-۷۴۱۱۵ : ۲۴۳( + ۸۰۴ ۶ ۵ 


۸۹ 


۳ برای پیدا کردن حاصل‌ضرب یک عدد در ۰۵ چه‌راه ساده و سریعی 
بيشنهاد می‌کند؟ برای ضرب در هریک از عددهای ۰۲۵ ۰4٩4 ۰٩4‏ ۱۵ ۱۱ 
یا ۱۰۱ جطزر؟ 

برای تقسیم بر ۵ یا ۲۵ يا ۵۰ چه روش ساده‌ای بيشنهاد می‌کنید؟ 

*. آیا می‌توانید روش ساده‌ای برای ضرب یک عدد دورقمی که به ۵ 
ختم شده‌است» درخودش پیدا کنید» مثل ۶۵ < ۶۵ یا ۹۵ < ۳۹۵ 

معیارهای بخش‌بذیری بر عددهای از ۲ تا ۱۵ را ثابت کنبد. 

مش مجموعه مضرب‌های هریک از سه عدد ۰۶ ٩‏ و ۱۵ را بنویسید. 
کوچکترین مضرب مشترک آن‌ها کدام است؟ 

۰۷۷ مجموعه مقسوم‌علیه‌ها (بخش‌یاب‌ها) را برای هریک از عددهای 
۶ ۶۰ و ۸۴ بنویسید. بزرگترین بخش‌یاب مشترک این عددها کدام است؟ 

۸ آیا برای دو عدد؛ بزرگترین مضرب مشترک یا کوچکترین بخش‌یاب 
مشترک وجود دارد؟ 

٩‏ عددی پیدا کنید که از حاصل‌ضرب آن در ۰۷ عددی شش‌رقمی 
به‌صورت 600000 به‌دست آید (یعنی همه رقم‌ها» دراین عدد شث رقمی 
باهم برابر پاشند). 

#۰ عدد سه‌رقمی 66 را درنظر می‌گيريم و فرض می‌کنيم 6 7 0. 
۱ چرا تفاضل دو عدد 06» و 606 بر ٩‏ و بر ۱۱ بخش‌پذیر است؟ 

۲) چرا عدد شش‌رقمی 000006 پر ۷ و ۱۱ و ۱۳ بخش‌پذیر است؟ 

۶ همه عددهای دورقمی را پیدا کنید که» اگر درهرکدام از آن‌ها؛ ۲ 
واحد به هر رقم اضافه کنیم» حاصل‌ضرب عددهایی که به‌دست می‌آید؛ برابر 
خود عدد دورفمی شود. 

۶. بزرگترین عدد 7 را پیدا کنید که برای آن» عدد دورقمی ۸0. 
پرابر حاصل‌ضرب (۱ + )(۱ + 4) باشد.دراین صورت. عدد دورقمی » 
جقدر است؟ 


۹ 


۶ آيا عددی ٩رقمی‏ پیدا می‌شود که در آن. همه رقم‌های از ۱ تا 
۹ بدون تکرار) وحود داسته‌باسشل و» درضمن ‏ از ضرب آن در عدد ۸ عدد 
نه‌رقمی دیگری» با همان رقم‌ها» ولی با ردیفی دیگر به‌دست آید؟ 

ِ۸/۳. مجموعه عددهای طبیعی را به دور زیر مجموعه دلخواه؛ قرو 
جداازهم ۸ و 11 تقسیم کرده‌ايم : 


ثایت. کتد: دست کم در یکی از دو زیرمجموعه ۸ پا تا دوعضو وجود دارد» 
به‌نحوی که میانگین حسایی آن‌ها هم متعلق به همان مجموعه است. 

یادداشت. میانگین حسابی دو عدد؛ یعنی نصف مجموع آن‌ها. مثل 

۱ ۵ 1 ۲۵ ۱ ۱ 

میانگین حسابی دور عدد ۱۵ و ۲۵ برابر است با تن بهی و 

.با رقم‌های از ۱ تا ۰۶ همه عددهای شش‌رقمی ممکن را نوشته‌ايم؛ 
به‌نحوی‌که در هیچ کدام از آن‌ها رقم تکراری و حود تلاسته‌باسلد. سس » این 
عددها را به‌ترتیب صعودی یعنی از کم به زیاد نوشته و برای آن‌ها» شمارة 
ردیف گذاشته‌ايم : شلد شماره عدد سمارة 1 عدد شماره ۲ و ظیر۵. در 
این ردیف » اب اه اه اس ۳ جه شماره‌ای دارد؟ 

۶ ایا می‌توان با رقم‌های از ۱ تا ۰۶ یک عدد شش‌رقمی با رقم‌های 
متفاوت» ساخت. به‌نحوی که بر ۱۱ بخش‌پذیر باشد؟ 

۷۷ عدد ۱۳۷۵ را به‌صورت مجموع 7 عدد مرکب نوشته‌ایم؛ 
به‌نحوی‌که نمی‌توان آن را به‌صورت ۱ ۲+ 1 عدد مرکب نوشت. 1 را بیدا کنید. 

۶ کوچکترین عدد طبیعی را پیدا کنید که رقم سمت راست آن؛ برابر 
۴ باشد و اگر این رقم را از سمت راست عدد. به سمت چپ آن منتقل کنیم 
عدد ما ۴۳ برابر سود. 


٩‏ ۸ ۴ رل زیر مجم عه‌هاتی از مجموعه ۳ سل و می‌دانیم» برای 


۹ 


هر زیرمجموعة دلخواهی از ) مثل ۸۲ داریم: 
۲ لا ۸ << ۸ ۲۱ ۸ 


زیرمجموعنهای ۸ و ظ را پینا کنید. 

۰ ببین رقم‌های یک عدد دورقمی» رقم ۰ را گذاشته‌ايم) عددی 
سه‌رقمی به‌دست آمده که بر عدد اصلی دورقمی بخش‌بدذیر اسبتت» بزرگظرین و 
کو جکترین خارج‌فسمت ممکن را (که عددی درست باشد)» بیدا کنید. 

۶ به‌کمک سه‌رقم مختلف» که هیچ‌کدام برابر صفر نیستند» همه 
عددهای سه‌رقمی ممکن را ساخته‌ايم. مجموع دو عدد بزرگتر از این عددهای 
سمرقتی ,یرل ۱۴۲۴ شداست: این سفزق رایتا کند. 

۶ ۰ ۰ ۰6 ۰0 ۰6 و و هرکدام یک رقم‌اند و می‌دانیم. 


و[ < ۰ + 0» 
[6:/,0) < (,6) لا (0:0) 


مساله جند جواب دارد؟ جواب‌ها را بیدا کنید. 


۶ مجموع رقم‌های عدد 2 برابر 1 و مجموع رقم‌های عدد ‏ برابر 
عدد 2 شده‌است. مطلوب است عددهای ۰۶ و ۰2 به‌شرطی که 


7 1 1 + 2 < ۰ 


۹۲ 


۳ توان 


در ریاضیات؛ تکرار یک عمل» می‌تواند معنای تازه‌ای بیدا کند : 

_ اگر عدد ۱ را درنظر بگیریم و یک واحد به آن اضافه کنیم عدد ۲ 
به‌دست می‌آید؛ با اضافه کردن واحد به ۲ عدد ۰۳ سپس عدد ۴ و غیره را 
می‌توان به‌دست آورد. تکرار «عمل اضافه کردن واحد» دنبالة عددهای طبیعی 
را می‌سازد. 

- تکرار عمل جمع» وفتی تنها بایک عدد سروکار داشته‌باشیم» عمل 
ضرب را به‌وجود می‌آورد : 


۷۲ - ۱۲ +4 ۱۲+ ۱۲ + ۱۲ 
- تکرار عمل تفریق» مفهوم عمل تقسیم را روشن می‌کند : 


ار جر بت ۱۲ ۳۰ ۲ # و۲ 


ره سس وس مد ۶ - ۱۲:۱۲ < ۶ - ۱۸ 
عمل تفریق ۵ بار تکرار شده‌است؛ پس 
۵ ۱۵ نا هو 5 ۳5 
اکنون فرض کنید بخواهيم عدد ۷ را ۳ بار در خودش ضرب کنیم: 
۲ ۱ ۱ اد ۷۷ بد ۷ 


در این‌جا هم ؛ مثل موردهای فیل » راه ساده‌تری برای نوشتن انتخاب کرده‌اند : 


۷۲ ۷ ۶ ۷ مد ۷ 


۳ 


نماد + را درنظر بگیرید. برای این‌که نشان دهیم باید عدد ۷ را ۲ بار 
در خودش ضرب کنیم» ۷ را در کوش پایین و سمت چپ این نماد و ۳ 
۳ در گوشه راست و بالای آن می‌نویسيم. 


ح 


و برای سادگی» خود نماد + را حذف می‌کنيم و می‌نویسیم: "۰۷ ۷ را 
پایه و ۲ را نما می‌نامیم. ۷۲ یک توان است : ۷۲ یعنی ۷ را سه بار در 
خودش ضرب کنیم. 

#-زیای‌دانان ایرانی: مثل خوارزمین» کرجی؛ خیام و کاشانی: که 
در زمینة «جبر» کار کرده‌اند» برای نوشتن یک عبارت جبری از هیچ نمادی 
استفاده نمی‌ک دند. آن‌ها مجهول یا متغیر را «شیء»؛ توان دوم ٍ «مال») 
توان سوم را «کمب» [به‌جای «مکمب»]ه توان چهارم را «مال‌مال»» توان 
پنجم را «مال کعب» و توان ششم را «کعب‌کعب» می‌نامیدند و همه‌چیز را 
با بیال شرح می‌دادند. 

به این مساله» که از کتاب «جبر و مقابله» خوارزمی برداشته شده است؛ 
توجه کنید (با اندکی تغییر در جمله‌بندی‌ها) : 

ده را طوری به دو بخش تقسیم کید که ار هو بخش وا در وش 
ضرب و دو حاصل‌ضرب را با هم جمع کنیم» پنجاه‌وهشت به‌دست آید. 

درواقع» منظور خوارزمی» حل این معادله است : 


۳ ل 


3۳ + )۱۰ - ( -< ۸ 


اکنون؛ به رامحل مساله - با بیان خوارزمی - توجه کنید: 
یکی از بخش‌ها را شیء فرض کنید و دیگری را ده منهای شیء». 
که به زبان امروزی» یعنی «یکی از بخش‌ها را 2 و دیگری را 2 - ۱۰ 


۴ 


برید. خوارزمی می‌گوید: «صد به‌اضافة دو مال و بیست شیء نافص 
برابر پنجاه‌وهشت قرار می‌دهی». دو مال» یعنی ۳2 و بیست شیء ناقص 
یعنی ۲۰ -؛ جمله خوارزمی» به زبان امروزی می‌شود : 
۸ - ۲۵ - ۲۲ + ۱ 
خوارزمی ادامه می‌دهد: «پیست شیء ناقص را جبر می‌کنی و به 
بنجاه‌وهشت می‌افزایی» که به زبان امروزی» یعنی» جمله منمی 7 -- را 
بطرف: دیگز معاذله م‌بری: می‌شزه 


۱۰۰ + ۲۸۲ < ۵۸ 1 ۵ 


لازم نیست مساله خوارزمی را با زبان او ادامه دهیم» تنها می‌خواستيم 
با نوع نوشتن و عمل ریاضی‌دانان ایرانی» و با اصطلاح‌های آن‌ها؛ اندکی 
آشنا شوید 

نمادی که امروز برای توان‌ها به‌کار می‌بريم و آن‌ها را به‌صورت *0. 
"۰ و غیره می‌نویسیم؛ از رنه‌دکارت» ریاضی‌دان فرانسوی است که 
آن را از سال ۱۶۳۷ میلادی معمول کرد. 


5 ردیف عمل‌ها 
وقتی با عددهای درست کار می‌کرديم» دیديم اگر دریک ردیف عمل 
پرانتزی وجود نداشته‌باشد» دو عمل ضرب و تقسیم» بر دو عمل جمم 
و تفریق مقدم‌اند. اکنون تاکید می‌کنیم» عمل توان بر عمل‌های ضرب و 
تقسیم مقدم است. وقتی داشته‌باشیم : 
۲ ۶ ۵ 
عمل "۲ (یعنی توان) پیش از عمل ضرب باید انجام شود: 


مت ۱۶ 4 ۵ا(۲ ۱ ۲۷/۲ 2 ۲) ۵ ۲۳ بر ۵ 


۹۵ 


اگر قرار پود اول ۵ را در ۲ ضرب کنیم و» سپس» نتیجهُ ضرب را به‌توان ۴ 
برسانیم» باید آن را این‌طور می‌نوشتیم : 


و و ۵ ۱ - ب (۲ 4 ۵( 


می‌بینید ۲۴ < ۵ و "(۲ « ۵) چقدر با هم فرق دارند. 
مثال. حاصل این عبارت عددی را محاسبه کنید : 


۸ - ۲۱۵ + ۱۲۶ ۰ ۳۲-۷۲ ۷ ۲ ۴ 


حل. ابتدا فقط عمل‌های توان ر انجام می‌دهیم : 


۸ << ۲۱۵ + ۱۲۶ : ٩ - ۳۴۳ * ۲ : ۴ 


بعد» عمل‌های ضرب و تقسیم را؛ به‌همان ردیفی که وجود دارند: 


۴٩ - ۵‏ - ۲۲۹ - ۱۲۴ ۰ ۶۸۶ -- ۱۴ 4 ۲۱۵ ح< ام 


8 عمل با توان‌ها 

۱) درحالت کلی» برای جمع دو توان باهم» تفریق دو توان از یکدیگر 
ضرب دو توان در یکدیگر و تقسیم دو توان برهم باید نتیجه هر توان را 
به‌طور جداگانه به‌دست آورد» سپس عمل جمع تفریق» ضرب یا تقسیم را 
انجام داد : 


۷۰ ۲۷ - ۶۴ مس ۰-۳۳ ۱۷:۴۳ << ۹ 2۸4 ۳۲ + ۲ 
۳۲ ۴۳۹ 
زاس سب ۰۳۳ ۲۸۸۰۷۲ ٩‏ 4 ۳۲ عد ۳۲ #ر ۲۶ 
۳۷ ۳۷ 


ءِ 


( تنها در ضرب و در تقسیم (ونه در جمع و تفریق)) به‌شرطی که 
پایه‌ها يا نماها با هم برابر باشند» می‌توان راه ساده‌تری برای عمل‌های ضرب 

اول. ضرب دو توان با پایه‌های برابر. فرض کنید بخواهیم حاصل‌ضرب 
دو عدد ۷۲ و ۷ را پیدا کنیم: 


۷۷۷۷ ۷) < (۷ ۷« ۷) ع< ۷۲ < ۷۲ 


یعنی به‌شرط این که ۷ 2 ۱۱۱ و ۷ - ۰1 آن‌وقت 


)۱( ۹ س ۳ > ت 


دوم. تقسیم دو توان با پایه‌های برابر. مطلب با مثال روشن می‌شود : 
۵ ۱ رد هد 3 

۱۵ ۶ 6 ۵ 5 
- ۱۵ ۶ ۱۵ ۶ ۱۵ - ۳ 


۱۵۲ ۰ ۱۵۴ 


یعنی» برای هر ۲ ع ۲۰ و ۷ ع 7 و 7 < 7 داریم: 
(۲) ۳ ه 0 ثم 


یادداشت. در ریاضیات اغلب تلاش می‌کنند» تاجایی که ممکن است 
قاعده‌ها و دستورها» کمتر مشروط باشند. درمورد تقسیم» اگر شرط 1 < 17 
را حذف کنیم) برای دو حالت 1 << 17 و 1 > ۰17 دستور (۰)۲ مثله 


جنین نسحه‌ای می دهد : 


۷ 


ولی می‌دانیم»؛ خارج‌قسمت دو عدد برابر» مساوی ۱ می‌شود» یعنی از 
براپر است با ۱. به‌همین مناسبت» قبول کرده‌اند که 

1 "ق 
یعنی» برای هر پایةُ دلخواه (ولی مخالف صفر)؛ وقتی نما برابر صفر باشد؛ 


۱ ۲ 
۱ << [۷-) و۱ (م)۷ ح< ‏ ۱۵ 


( ۱ ۲ 
و اما در تقسیم 1 . داریم : 


۲ 7 )۱ < ۱ 
۰ ۱۱ 
)1 < ۷ > ۷ 2 ۷ ۲ 


ِ ۹ 
به‌ همین فناصمینت 1 ۷ راهم به‌معنای 5 بذی فته‌اند : 
1۱ ۲ 


سوم.ضرب دو توال با نماهای برابر. به‌مثالی توجه کنیم : 
۵ ۲ ۵۷ ۷ ۷۷۵ < 6 ۷ آم 
۳( ۵<۷) ع (0 ۵۸۱۷ ۷ (۵ 6۵۷ ۷ 0 0۱۷) < 
یعنی؛ برای ضرب دو توان با نماهای برابر» پایه‌ها را درهم ضرب می‌کنیم و 
همان تما زا برای آن درنظر من‌گیریم : 
۳۱( ۱ ۳( ) *اآو . این 
۱ 


۱ 


۸ 


۱ب( 


و - ۲ ۳ - تعق اف 
() ۶ (2(۰)2(۰)۳(۰)(۰)2) - 


یعنی» شبیه ضرب؛ برای تقسیم دو توان» وفتی نماها برابر باشند» پایه‌ها را 


۳ د: 2۰ ۳۱۳ ۳۷ اب | :۳۰ ۲ ۴۳ 
۳ وقتی بخواهیم یک عدد توان‌دار را به‌توان جدیدی برسانیم» به‌شرط 
درسست بودن نماهاء نماها را درهم ضرب می‌کنيم : 
( 6 ۷ و 6 ۳۹/۲۰ < ۳( 6۳) 


به‌عنوان مثال 


وس پ سب ویب دج . | ما 
0 ([ 6) 


یادداشت. توجه که زا ‌ فرق دارد. دروافع » 9 را به‌جای 
۸ ی وی ت۳0 
+۴ ۲۳ - ۲۱ 


۵ ۷۲۱ ۳۳۱ ت‌ ۳ 


۹ 


تجزیه یک عدد مرکب. به‌صورت ضرب عامل‌های 
اول. 
هر عدد مرکب؛ از ضصرب عد‌دهای اول به‌دست می‌آید : 
۷۶ #۷ ۲ :۱:۱۳ << ۲۶۲ د ۲ 
۵ << ۲۷۵ ۲۱۷ < ۲۰ 
ساده‌ترین روش» برای تجزيةٌ یک عدد» روش تقسیم‌های متوالی است. فرض 


کنید» بخواهيم عدد ۵۰۴ را به ضرب عامل‌های اول تجزیه کنیم. ردیف 
عددهای اول کر حکتر از ۱۰۰ را می‌شناسیم : 


۲۰ ۳۰۵۰۷ ۱۱۱۳۱۷ 


۵۳, ۵۹,۶۱, ۶۷,۷۱, ۷۳,۷۹, ۸۳, ۸۹, ۹۷,۱ 


عدد ۳ بر 2 یعنی کوجکترین عدد اول بخش‌بذیر است. 


۵۰۴ ۰۲ - ۲ (۱ 


خارج‌فسمت؛ یعنی ۲۵۲ هم بر ۲ بخش‌پذیر است: 


۲۵۲ ۰: ۲ - ۶ (۲( 


باز هم خارج‌قسمت بر ۲ بخش‌بدذیر آشعتیه: 


,۵( ۴ فص ۲۱/۳۵ 


۵۰۴ - ۲ ۳۲ ۷ 


ولی بهتر و ساده‌تر است ؛ همه تقسیم‌ها ۳ یک‌جا و باهم انجام دهیم : 


۵۰۴ | ۲ 

۲۵۲ ۲ 

۱۲۶ | ۲ 

۶۳ |۳ ۵۰۴ - ۲۳ «+ ۳۳۲ + ۷ 
۷۷ ۳ 

۷ 

۱ 


تمرین‌ها 
۴ به‌این برسش‌ها پاسخ نات 
۱ ابا عمشة این است با ۴۱ ۲۳۳ نت )نطو ؟ 
ای هه ۳ 
۳ می‌دانیم ۱ 
با شهج بر ۲۵۲ 


۵ محاسه کند: 


۰۱۲ ۲ (۲ # ۳ 
یس .۳ 1 ۳ 
)۳۰( 87) [۲ ۳ 


4 ۱ زا ۲( ۳ ۵ 


۶ 77 کدام عدد درست باشد تا داسته‌پاسیم : 


- ۵۳۵۳ (۲ ۷ ۷۳ ۷۲ (۱ 
۳/۳۵ ۱۱۰۰ 22 ۱۳۲۳۰ 2 ۱۱۰ ۴۳۱ 
2۸ ۴ ۲۹ بر ٩‏ ان ۲۳ 4 ۲-۲ ۶۱ بت ۳۳ 2 ۳۲ ۳ (۵ 


۷ اگر بدانيم 0۳ < 0۳ چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ 
۸ این عمل‌ها ر انجام دهد : 


۱( )۲۷۵۲ ۵۲۵()۳۵۵۹(: ۲ ۵۱۰2۱ ۳۳( ۲0۳ 


5 با استفاده از نماهای منفی؛ این کسرها را به‌صورت عبارت‌هایی 


۱ 
۰ /ه (۳ 9/۶ (۲ « [۱ 
3 ۱ 
۷ (۶ 3 ( ۵ ۸۱ (۴ 
11 


۱(۳۲ ۷ ۵-۳۱۷ ۲۷: (۵۲۰۵-۱۷ ۳( 


۱ این عددها را به‌صورت ضرب توان‌هایی از عددهای اول تجزیه 
۵۸۰ :۲(۸۰۳۲۴۰ :۱(۶۸۷۹۶ 
۲ شثابت کنید» ٩۷۱‏ عددی اول است. 


۱ 


۲ به‌کمک تجزیه به‌عامل‌های اول» بزرگترین مقسوم‌علیه مشترک و 
کوچکترین مضرب مشترک را پیدا کنید : 


۱(۳۶, ۶۰ ۲۲۵,۳۵۰ ۳۱۸۰, ۵۶: 
۴۱۱۶۹, ۵۷۶, ۵ (۲۷۷۲۸ ۸ 


۰۶ هم عددهای سه‌رقمی را پیدا کنید که هرکدام از آن‌ها؛ تنها ۵ 
ه ۱ . رقم سست راست عدد ۹ را بیدا کید 
۱ ۷ 0 ۹ پ 
۵ ۶ ۱. عدد ۷ به چه رفمی ختم می‌شود! 
۰۶ از تقسیم عدد "۱۳۲ 


و 4 بر ۰۳۱ جه بافی‌مانده‌ای به‌دست 


شثابت کنید اگر عددی اول باشد. یا به‌صورت ۱ - :۶ است 
ویا به‌صورت ۱ +۶۰ ( ع )۰ به‌جز عددهای اول ۲ و ۳. آیا عکس 
این حکم درست است؛ یعنی هر عدد به‌صورت ۱ +4 ۶۸ ( ع :1) عددی 
اول است؟ 

۱:۹ ثابت کنید» نمی‌توان عدد اول 2 را طوری بیدا کرد که» درضمن 
هر دو عدد ۵ + و ۰ ۲ 7 هم اول باشند. 

۶ همه عددهای اول 2 را بیدا کنید که به‌ازای آن‌ها» دو عدد 
۰ 1 و ۱۴ 7 هم اول باشند. 

۶ کدام بزرگترند» ۸ یا ٩1‏ به‌شرطی‌که 


۵ ۲« , . . ۷ ۳ بدا ۲ در ۱ 2 ار 


و و و و و و ۱ ساب رل ۴ 4 ۳ ۸1 ۲ ۸1 ۱ 73 
۶ دنبالة عددهایی را درنظر می‌گيريم که با ۸ آغاز شده و هر جمله 


۱ ۳ 


۸۱۴,۲۰, ۲۶۳۲۱۳۸۱ ۴ 


آیا در ین جمله‌های اين دنباله» می‌توان توان دوم» توان سوم توان چهارم یا 
توان پنجم یک عدد طبیعی را بیدا کرد؟ 

۶ کوچکترین عدد اولی را پیدا کنید که بتوان آن به‌صورت مجموع 
۲ و ۲ و ۴ و ۵ عدد اول نوشت. 

۶, ابت کنید عدد ۲۲۲۲۹۹۹ + ۵۵۵۵۲۲۲۲ بر عدد ۷ بخش‌پذیر 


امستا. 

۸ از دو غدد ۲۴۲۲۲ و ۸۳۱۴ کدام کو حکتر است؟ 

۰ باتی‌ماند؛ حاصل از تقسیم عددی بر ۷ برابر ۵ و باقی‌ماندة 
حاصل از تقسیم همان عدد پر ۱۳ برابر ۲" شده‌است. باقی‌مانده حاصل از 
تقسیم این عدد بر حاصل‌ضرب ۱۳ ۲ ۰۷ یعنی ۰٩۱‏ چقدر است؟ مجموعة 
این گونه عددها را بیدا کنید. 

۷۰ عدد طبیعی ۸۷ را بر ۰۷ ۱۳ و ۱۷ تقسیم کرده‌ايم به‌ترتیب؛ 
باقی‌مانده‌های ۰۵ ۲ و ۱ به‌دست آمده‌است. کوچکترین عدد 2۷ را بیدا کنید. 
مجموعه‌ای را بنویسید که عضوهای آن» دارای ویذگی عدد 2۷ باشند. 

۵ ۸ نزرکت انیا 9۹۸ 

۶ ثابت کنید دنبالة عددهای اول دنباله‌ای بی‌پایان است. 

۵۶ ۲ ۱. کدام ۷ -- هه و۱ يا ۵۰ - ٩۸۵۵‏ 


۱۴ 


۳۶ مجمو عه عددهای گر یا 


۶ نسبت دو عدد طبیعی 
برای مقايسه دو عدد طبیعی از نست آن‌ها استفاده می‌کنند. 

اگر بخواهیم دو عدد ۱۲ و ۴ را باهم مقایسه کنیم به‌دو گونه می‌توان 
داوری کرد. 

۱) عدد ۰۱۳۲ به‌اندازة ۸ واحد از عدد ۴ بیشتر است: 


#از مت ۳ ۴ 


۸ یعنی تفاضل دو عدد ۲ و ۱۲ را» نسبت عددی یا نست حسابی این 
دوعدد گویند. 
نسبت حسابی نشان می‌دهد که در مقایسه دو عدد طبیعی» کدام عدد 


۶ 


عدد ۳ را نسبت هندسی ۱۲ و ۴ گویند. 
یادداشت. وفتی وازه «نسبت» را بدون وازه اضافی «حسابی» با «هندسی» 
به‌کار برند» منظور «نسبت هندسی» است. دلیل این امر آن است که در 
ریاضیات و دیگر دانش‌ها کاربرد «سبت هندسی» خیلی بیشتر از «نسبت 
حساپی» است. دراین کتاب هم هرجا با واژه انسبت» روبه‌رو شویم منظور 
۴ در نسبت هندسی دوعدد بیشتر؛ به‌جای نشانه تقسیم (:) از 


پنستس 9 
نشانه ۲ (--) استفاده می‌کنند ۳ 0 : ۲۱۲ ۳ به‌شکل هی نو پسنل . 


۵ ه ۱ 


دراین صورت می‌توان نسبت ۴ پر ۱۳ را هم پیدا کرد: 
س انح سس ۱۴۳۸۱۱۷ 
۳ ۲۲ 
می‌گویيم ؛ عدد ۴ یک‌سوم علذ ۱۲ است. 
یادداشت. باید بگوييی عدد ۱۲ سه برابر عدد ۴ است؛ عدد ۰۴ 
یک‌سوم عدد ۲ است. در برخی کتاب‌ها و مقاله‌ها؛ با پیروی از اصطلاح 
معمول در کتاب‌های بیگانه» می‌نویسند: ۱۲ سهبرابر از ۴ بیشتر است 
ویا ۳» سه‌برابر از ۱۲ کمتر است.اين شکل بیان» در زبان فارسی نادرست 
است و موجب اشتباه می‌شود : 
۲ به‌اندازه دوبرابر ۴» از ۴ بیشتر است. نه سهبرابر آن» همچنین ۴ 
به‌انداز؛ دوبرابر خودش از ۱۲ کمتر است؛ نه سه‌برابر. 
از این گذشته در اسبت هندسی» کاری به بیشتر بودن و کمتر بودن 
نداریم. دراین‌جا صحبت برسر جند برابر بودن یک عدد. در مقایسه با عدد 


د‌ یگر ان 


8 مفهوم کسر و ویژگی‌های آن 
به‌هر عددی‌که از سست دوعدد درست(همشت یا منفی ۳ صفر)به‌دست آمده 
باشد؛ کسر گویند.هریک ازعددهای ‏ یا سوب - 2 .6) » عو 0 


به‌اين چند نکته توجه کنیم 


ِ 


۱) در کسر ۰7 6 را صورت و 0 را مخرج کسر گویند. 


۲) در کسر 7 عدد 6 نمی‌تواند برابر با صفر باشد» زیرا تقسیم بر ه 
معی ندارد. هروفت بایک کسر سروکار داریم» به‌پاد داشته‌باسیم که محرج 
آن نمی‌تواند؛ برابر صفر باشد. 


۱ ۶ 


۲) در کسر 7 بهتر است ۵ را هميشه عددی مثیت فرض کنیم. 


۷ ۷ ۵ ۵ 
٩ 4 قت‎ 


۴( اگر ۵ << 00 آن‌وفت کسر - به‌ازای هر عدد دلخواه 0 ِ- 1 برایز 


صفر است: ۰ < (۰ # 0). 
ای 


1 


8 


۵ اکن ۷ 9 ا نوت 2۶ 


بنابراین» مجموعة عددهای درست» یعنی مجموعه ۸ زیرمجموعه‌ای از 
مجموعه کسرهاست. 

۶) مجموعهٌ همه کسرها را؛ مجموعه عددهای گریا گویند و با نماد 00 
نشان مي‌دهند. بنابراین می‌توان نوشت : 


۱ ۳۷۷ 072 00 


(مجموعه عددهای‌طبیعی » زیر مجموعه‌ای‌از مجموعه عددهای‌حسابی » مجموعه 
عددهای حسابی ) زیر مجموعه‌ای اژ مجموعه عددهای درست و مجموعه 
عددهای درست زیر مجموعه‌ای از مجموعه عددهای گویا اشیت): 
۷ اگر » و ۵ را عددهای طبیعی فرض کنیم. به‌شرط 0 > » داریم 
۱ 7 واگر ۵ < ». آن‌گاه ۱ ظ ‏ 
۸( بافرض 1۷ » و ۱ ) اگر به‌صورت مخرج کسر 7 عددی 
اج 1 ۰ 
طبیعی اضافه کنیم؛ کسر 8 به واحل نزدیکتر هی سود . 0۳ را عد.دی طبیعی 
می‌گیریم» دراین صورت 


۱ ۷ 


6 
ان 
م 6 »0 
4" 


۲ 
قاری یه بزرگتر است» زیرا 


۱۰-٩ _ ۱ 
۱۲ ۲ 


با سب 0( 
افر ۱ > -<., ان‌وقت - < 
گر > اناوت ۶ < 


تاش آنوفت 7 > 


رش ۲ 
۱ ۳ 5 ۶ 
ولی اکر به‌صورت مخرج کسر تج دو واحد اضافه کنیم به‌کسر چ 


۳ 
می‌رسیم که از تب کوچکتر است» زیرا 


, به‌اندازه یک از ز کو جکتر است. 

در هردوحالت. با اضافه کردن یک عدد طبیعی به‌صورت و مخرج کسر؛ 
مقدار کسر بة واحد نزدیکتر می‌شود 

8 اگر صورت و مخرج یک کسر را در عددی مخالف صفر ضرب و 
يا بر عددی مخالف صفر تقسیم کنيی مقدار کسر تغییر نمی‌کند. 


شا ۳ 1 ۳ 

تم ۵ 12 ۸ 

۱ .۲ .۳ فت ۶ 

۲ ۴ ۸ ۱۶ ۳۲ 
۱ ی 
۳ سر ۳ 


۱ ۸ 


۰ پرای ضرب دو کسر در یکدیگر؛ می‌توان صورت‌ها را درهم و 
مخرج‌ها را درهم ضرب کرد؛ و برای تفسیم» می‌توان صورت‌ها را برهم و 
نها را برجم نیع خرد؛ 

0۱ ۳۷۷ 
۸۷۵ 
ه _ ۱۵:۵ _ ۲۵,۵ 
۱ ۳ ۱۷ ۲۲ 
ولی برای تقسیم دو کسر بر یکدیگرء می‌توان مقسوم‌علیه را معکوس کرد 
(یعنی جای صورت و مخرج آن را باهم عوض کرد) و سپس آن‌ها را درهم 


ضنزت کرد : 
۵ ۵ ۶ ۱ ۶ 


۱۳ 92 ۵ 1۲ 
۱ برای پیدا کردن مجموع يا تفاضل دو کسر؛ باید ابتدا» کسرها را به 
یک مخرج تبدیل و» سپس» مجموع يا تفاضل صورت‌ها را به‌دست آورد و 
همان مخرج مشترک را» مخرج آن قرار داد : 


۸ ۳ ۵ ۲ اه 

1۷ ۱۷ ۷ 

۲ ۱ ۲ ۳ ۴ 
۱۳ ٩ 

139 ۳ . . ۱۶ بت 2۷ ۱ ۵ 


۰.۷۲ ۱۱۲ ا ۷۶۷۷ ۷ ۱۶ 
۲) در کسرهای بزرکتر از واحد می‌توان با انجام عمل تقسیم صورت 


۱ ۱ ۳ 
محرح» مقدار درس عدد وا جدا کر کسر ۳ را درنظر مین گیز پا 


۱۳ 
۱ ج ۳۷ ۳ ۳۷ 
ی :مین بط 
۱۳ ۱۳ ۳۶ 


ولی مین معمول شده‌است که علامت 1 ر نمی‌گذارند : 


۳ ۱ «ِ 

۳.۳ ۱۲ 
و وت و ۷۳ 71 
مواظب باشید تب < ۰۲ یعنی تس ولی > اقتی ۰ 0*2 وهای م6 


/ / 
ولی 4 یعنی ج + 0. 
عمل جدا کردن عدد درست را از کسر» رفع گویند. 
۳۷ ۱ + ۲۶ ۱ ۱ 
۳۳ ۳ 19 ۱۳ 
۴) مجموعه کسرها؛ یعنی مجموعهٌ عددهای گویا» نسبت به عمل‌های 
حمعم ؟ تفر یق ؛ ضرب؛ له ر توان» یک مجموعه سته است : 
0 تا و۳ 2 ۳ وا یا تا 
مجموع » تفاضل» حاصل‌ضرب ‏ خارج قسمت و توا یک عدد گویا؛ 


بر 
۳ ۳۵ ۳۲ 


۵) بین هردو عدد گویا هرقدر به‌هم نزدیک باشند» بی‌نهایت عدد گویا 
وجود دارد. 

مثال. بین دو عدد گویا 3 ای یا با گنت اجتیا 

ییا ۰ لیس #7 بای ۴۳ و ۴۷۳ ۱ 1 بت ی 


اه ار ی ۱ یت 
که از ۴۳ بزرگتر واز ۳ کوچکتر باشند). 


۱ ۱ 


حل. راه‌حل اول. می‌دانيم؛ اگر صورت و مخرج کسری را دریک عدد 
ضرب کنیم مقدار کسر تغییر نمی‌کند. پس 
و و ۴۳۲ ۲ ۴۱۵۰ ۴۳۱ 
۳۵ ۴۳ و و۳ ۴۳ 
(صورت و مخرج را درهر کسر ۰ برابر کردیم) اکنون روشن است که مقدار 
هریک از کسرهای 
۳۹۹ ۴۳۱۵۸ ۱۲ / کعف۵ ۵ (۰۱« ۲ ۴۴ 
۳۵ ۵ه ۳۳‏ ۳۳۵ ۲۳۵۵ 


,۳ 4 
(که تعداد آن‌ها برابر ۹٩‏ است)؛ از تست بورکتز و از سج کوچکتر است. 
ا سس 4 8 ۰ ت‌ ۰ 3 ۰ 1 ت 
راه‌حل دوم ایتدا به‌یک فانون نوا حته کنیم : شر صی تسم ۳ 6 از کسر 


۳( ۲ ۱ م/ 4( 1 

7 کو حکت باسدك. ث 1 دراین‌ صورت کسری که صورت ان » ۱ 
صورت‌ها و محرج آن) مجموع مخرح‌های این دوکسر باشد؛ ازنظر مقدار » 
بین این دوکسر فرار دارد » یعیی 


۸ )1 ۲ 5 


۷ گ3:: 


4 ی از ۳ ۱4۳ 
مثلا دوکسر ۲ و چ را درنظر بگیرید؛ ۲ از ج کوچکتر است. کسر چسس 


۴ ۲ ۱ 5 
یعنی ج یا ج از ۲ بزرگتر و از چ کوچکتر است: 


۱ ۳۲ ۱ 
در مساله با دوکسر تج و تس سروکار داریم» پس 


۲ ر ۸۳ _ ۲۲ +۴۱ ۲۱ 
۳ ۸۶ ۴۳+ ۴۳ ۴۳ 


و ۱ ۰ ۸۲ 
به‌همین ترتیب» می‌توان عدد گویایی بین دی هدد ی و ور و همچین» 


علد ۴ ۸ نف بیدا ۰ 
ی بین تور و ۳۳ پیلا کرد: 
۳ ز ۱۵ ۳ ۸۷۲ » ۱۳ ۹ ۳۱ 
۲ ۰۱۳۹ ۸۶ ۱۲۹ ۲۳ 
به‌همین ترتیب می‌توان بین هر دوعدد کویا (دراین ردیف عددها)» یک عدد 
فرار داد. با ادامه این روس ؛ می‌توانیم شر جند علد گویا که مایل باسیم: بین 
لا و 
دو عدد تسج و سس فرار دهیم. 
نتیجه مهم. برای یک عدد گویا نمی‌توانيم عددی پیدا کنیم که بلافاصله 


بعد یا بلافاصله قبل از آن واقع باشد» زیرا هر عددی را» هرقدر نزدیک به 


/( ۱ 
عد.د گویای 7 درنظر بگیریم؛ بازهم بی‌نهایت تلد بین آن‌ها وجود دارد. 


۶) کر ۶ را به‌شرطی که 6 و ۵ نسبت به‌هم اول باشند (یعنی ) 
بخشیاب مشترکی نداشته‌باشند). کسر ساده‌نشدنی یا تحویل‌نایذیر گویند. 


۱ ۲ ۱ 
کسر 5 تحویل‌نابدیر ای 4 زیرا ۳ و 1۱ سست به‌هم اول‌اند و بنابراین) 


قاة ۳۹ رن 
نمی توانل این کسر را سبادة کرد ولی کسر 5 تحویل‌نابدیر سست ) زیر ۳۹ 
و ٩۱‏ هردو بر ۱۳ بخش بدیرند و» بنابراین » کسر ساده می‌شود: 

۳۹ ۳ 2 ۱۳ ۳ 


2 


5 کسرهای دهدهی 
ریاضی‌دانان ایرانی» به پیروی از ریاضی‌دانان عیلامی و بابلی» بیشتر از مبنای 
۰ در عددنویسی و عددشماری استفاده می‌کردند. مثلا می‌نوشتند : ۲ درجه 
و ۵ادفقه و ۲ تانیه : 

۷ ان ۷۰ 


که به‌معنای این علدد بود . 


۱ ۱ ۱۱ 
۱۲۰ ۳. 


۲ 
۵ ا هو 


۱ 
۳ 
9 


غیاث‌الدین جمشید کاشانی» ریاضی‌دان ایرانی که دورة حکومت تیموریان 
زندگی می‌کرد» برای نخستین بار» مقدارهای کمتر از واحد را به‌صورت دهدهی 
(يا اعشاری) نوشت. 

برای پیدا کردن شکل دهدهی عدد؛ کافی است صورت کسر را بر مخرج 


۲ ۱۱ " 
هه ح< ۱۲۵ ۰ ۱۱ 


سه‌نقطه‌ای که در پایان عدد گذاشته‌ايم به‌معنای این است که رقم ۶ مرتبا 
تکرار می‌شود. در ریاضیات» برای این‌که نشان دهند» رقم ۶ تکرار می‌شود؛ 
عدد را به‌یکی از دوشکل زير می‌نویسند : 

‌ با ۰/۰٩۱۶‏ ح ظ 
۲" 


۵ ۲ ه ۱۲ 


-< ۰۸ ۰٩۹۱۶( 


گونه‌های مختلف تبدیل کسر به‌صورت دهدهی 
دهدهی در جایی تمام می‌شود و رقم یا رفم‌های تکراری پیدا نمی‌کند : 


این کسرها را» کسرهای تحقیتی گویند. 


۲) اگر در مخرج کسر؛ عامل‌های اول ۲ و ۵ وجود نداشته‌باشد» شکل 
دهدهی عدد. تنها رقم‌های تکراری خواهد داشت: 


۲ ۱ ۱ 
ز(۱۸) ۰7 > ...۱۸۱۸۱۸۰ /0 ان ۲۱۲ ار ۵ عت ِ 


۳۵ 
:(۳۱۵) ۰۸ ...۷۵ ۳۱۵ مره جح 


ز(۰۸۹۱) ۰ ۰۸۰۸۹۱۰۸۹۱۰۰۰ ع سس 


۵ ۱ ۱ 

(۳۸۲۶۱۵) ۰۸ < ۰.۰ ۰۸۳۸۴۶۱۵۳۸۴۶۱۵ < سس 
۲ 

<< 7 )۷۰۵۸۸۲۳۵۲۹۴۱۱۷۶۲( 


این‌ها؛ کسرهای دوره‌ای ساده‌اند. 
۲۳ وقتی که در مخرج کسر؛ هم عامل‌های ۲ یا ۵ وهم عامل‌های دیکر 
وجود داشته‌باشد» رقم یا رقم‌های تکراری» از رقم بلافاصله بعد از ممیز آغاز 


نمی‌شود. 
:(۰۱)۶ ۰۸ > ... ۰۸۰۱۶۶۶ < سر < سپس 
۱۶۹ ۱۶۹ 
٩۸۵۱۲۱۲... ۰۸۵)۱۲(۰‏ سح بت سیسسسسسلب 
۱ 2 ۶ 
((۱)۰۹ ۸ ح< , . .۱۵۹۰۹ 9۸ ۳ 0 


۱۱ ۱ 
۳ 2۰7 ۷)۸۵۷۱۳۲( 


این‌ها؛ کسرهای دوره‌ای مرک‌اند. 
یادداشت.۱) کسرهای دوره‌ای را» کسرهای متناوب هم می‌گویند؛ ۲) رقم 
یا رقم‌هایی را که در کسرهای دوره‌ای تکرار می‌شوند» دور گردش آن گویند. در 


۱۴ 


کسر دهدهی (۲۵) ۰۰۸ دوره گردش ۲۵ و در کسر دهدهی (۱۵)۱۴۲ /۰۰ 
۱ ّ ۱ 1 
۲ دورهة گردش و ۱۵ رفم‌های غیرگردش‌اند؛ ۳) کسرهای عادی مثل 9 


( ۱ ۱ ۱ 
چ و رب را؛ اغلب کسر متعارفی می‌نامند. 


5 تبدیل کسرهای دهدهی به کسرهای متعارفی 
۱ کسرهای دهدهی غیردوره‌ای (که به آن‌ها کسرهای دهدهی تحقیقی هم 
می‌گویند) به سادگی و به همان صورتی که بیان می‌شوند؛ قابل تبدیل به 
کسرهای متعارفی‌اند : 

۲ ۸ یعنی دو دهم بنابراین 2 < 2 ۰/۲ 


۱ ۳ ۳۳ 0 
۳ #ٍ ۵ »4 یعنی بیست‌وچهار صدم» بنابراین ۳۵ ت 3 ۲۲ گر ۵ . 


۲ برای تبدیل کسر دوره‌ای ساده به کسر متعارفی» یک دوره گردش را 
در صورت کسر می‌نویسیم و سپس به تعداد رقم‌های دورة گردش رقم ٩‏ 
را در مخرج فرار می‌دهیم : 


| 

6 
_ 
۳ 
4 
یه 

۱ 

۱ 


۵ ۸ 


< سب - (۲۹۷) ۰/۸ <- ...۲۹۷۲۹۷ ۰/۸ 


۳ برای تبدیل کسر دوره‌ای مرکب به کسر متعارفی به‌این ترتیب عمل 
در صورت کسر ابتدا رقم‌های غیرگردش را می‌نویسیم و یک دورة کردش 
زا در سمت ان فرار می‌دهیم» سپس عدد شامل رفم‌های غیرگردش را ازآن 
کم مي‌کنيم. در مخرح کسر؛ به تعداد رقم‌های دور گردش ٩‏ و به تعداد 


۱۱ ۵ 


رقم‌های غیرگردش صفر قرار می‌دهیم : 


اب 
ت۱۸ ۱ ۳ 
و مس وی ما 
۷ ۰ ۵۸ ۵۸۳ 
2 ۰/۵۸ .۰۸8۸۲۲۰۰ 


* یادداشت تاریخی. مفهوم «کسر» بعد از آن که تصور کم‌وبیش مشخصی 
دربارة عددهای طبیعی به‌وجود آمد» پدیدار شد. مفهوم کسر هم مثل منهوم 
عددهای طبیعی به‌تدریج و درطول زمانی طولانی شناخته شد. مفهوم «نصفه 
یا «نیم» خیلی زودتر از مفهوم‌های «یک‌سو» و «یک‌چهارم» پیدا شد. و این 
دومفهوم «یک‌سوم» و نیک چهارم؛ هم پیش از ساير کسرها وارد در زبان و 
«محاسبه» شد. تقریبً در همه زبان‌ها» واژ؛ «نصف؛ پا «نیم» با واره «دو» ارتباطی 
ندارد و اين؛ به‌معنای آن است که در آغاز» «نیم» را برای تکه‌ای از یک 
واحد به‌کار می‌بردند نه برای 7 آن. اصطلاح‌های «بیشتر از نصف»۰ «کمتر 
از نصف»؛ انیمروزه» و یا ۳۷ انصف عمر شدم». که در زبان فارسی 
به‌کار می‌رود» نشانه‌ای براین مطلب است. تصور دربارة عددهای طبیعی 
ضمن شمارش چیزها» و تصور دربارٌ کسرها» ضمن اندازه‌گیری (محاسبهة 
طول» وزن و غیره) به‌وجود آمد. نشانه‌های رابطةٌ پین محاسبه با کسرها و 
دستگاه‌های اندازه‌گیری را» در بیشتر زبان‌ها می‌توان دید. قبل از عمومی شدن 
دستگاه متری» در ايران برای وزن» از واژه‌های خروار (۳۰۰ کیلو)» من (۲ 
اک م‌من» چارک (همان ۹ سی‌سنگ (بهمعنای > چارک با 


ِ من)» بانزده‌سنگ (به‌معنای من) و غیره استفاده می‌کرده‌اند. 
مصری‌ها و هندی‌های دوران کهن؛ به فراوانی از کسرهای متعارفی استفاده 
می‌کر ده‌اند. 


م۳ 


براهماگوپتا (که در سدهٌ هشتم میلادی می‌زیست و نسبت او به «مغ 
- برهمن»ها» دانشمندان ایرانی که در دوران یارت‌ها از سیستان به هند 
رفتند»‌می‌رسید) ۰ عمل با کسرهای متعارفی را (با اندکی تفاوت با امروز) 
توضیح داده‌است. شکل امروزی نوشتن کسر هم متعلق به هندی‌هاست 
تنها خط کسری را نمی‌نوشتند و مثلا را به‌صورت : پادداشت می‌کردند. 
نوشتن کسرهای متعارفی و عمل با آن‌ها را» برای نخستین بار» محمد فرزند 
موسی مشهور به خوارزمی (که ملقب به «المجوسی» بود) در کتاب «حساب» 
خود به کاربرد و بعدازان» همهٌ ریاضی‌دانان ایرانی از آن بیروی کردند. 
لئوناردوفنیونانچی اهل پیزا؛ که در سد؛ْ سیزدهم میلادی می‌زیست و به‌خاطر 
سفرهای خود در شرق با دانش کشورهای خاورزمین آشنا شده‌بود» کسرهای 
متعارفی و روش عمل با آن‌ها را» برای نخستین بار» در اروپای غربی متداول 
کرد. کسرهای دهدهی. از ابداع‌های داند 
کاشانی (سده‌های ۱۴ و ۱۵ میلادی) است که در کتاب «مفتاح‌الحساب» 


ند بزرگ ایرانی» غیاث‌الدین جمشید 


(رازگشای شمار) خود آورده‌است. بازرگان و دانشمند هلندی» سیمون سته‌وّن 
(۱۶۲۰-۱۵۴۸) کسرهای دهدهی را به ارویاییان شناساند. 


8 بخشی از یک عدد 
۱ پیدا کردن بخشی از یک عدد. برای بیدا کردن بخشی از یک عدد؛ باید 
آن عدد را در کسری که معرف آن پبخش است ضرب کرد. 
مثال. کارخانه‌ای ۱۲۰ کارگر دارد. برای انتخاب هیأت مديره اتحادية 
کارگران این کارخانه» باید دست‌کم چ کارگران حاضر باشند. با چند نفره 
جلسه رسمی می‌شود؟ 


۲ ی 
حل. 22ج ۵[ ۱ دست‌کم با ۰ نفر. 
۲ بیدا کردن عدد با در دست داشتن بخشی از آن. وفتی بخشی از یک 


۱۷ 


عدد معلرم پاشد» برای بیدا کردن خود عدد؛ باید بخش عدد را (که معلوم 
است) بر کسری که میزان بخش را معین می‌کند» تقسیم کنیم. 
۳ ۱ ۱ 

متال . / گوسفندان یک گله ر که ۴۳۴۰ رأس بودید ) برای فروش ‏ از 
گله جدا کردند. تمام گله» چند رأس گوسفند داشته است؟ 

حل. یشان 

۳ بیان بخشی از یک کل به‌صورت یک کسر. برای پیدا کردن کسری 
که نشال دهد چه بخشی از کل انتخاب شده‌است؛ باید عدد معرف بخش را 
به عدد معرف کل تقسیم کرد. 

مثال . در کلاسی که که ۲۰ دانش‌آموز دارد » ۳ نفر نیامده‌انده جه بخسی 


از انشآمول کلاس عست دارند؟ 
۸ 
حل. و < جچ - 3:۳۰ 


در صد 

درصد» حالت خاصی است از بخشی از یک عدد. وقتی که بخش یک 
عدد را با کسری بیان کنیم که مخرج آن برابر »۱۰ باشد آذوقت صورت 
کسر؛ مقدار «درصده را بیان می‌کنید: 2 یک مقدار» يعني ۴۰درصد آن» زیر 


و۴ ۲ ۱ 
و ۰۰ ۲۵ ۵ ۵" 


۰ ۲ درصد را به‌صوررت ۵ 7.۲ می‌دو پسند. 7 


۱ ۱ 
یعنی سس یا ۰۱ /۰؛ ۷ ععنی ۲۷ /۰ ؛ ۰ ععنی ۱ و #۱۵۰ یعنی 


سس يا ۵ ۱ 


0۵ حق‌التالیف کتاب برای مالیات است یعنی ۰۵ /۰ پولی که باید به 
نویسندة کتاب داده شود. به‌عنوان مالیات از آن کم می‌شود؛ 1۱۰۰ حقوق 
یک کارمند» یعتی تمام حقوق او ؛ ال کسن ۰۵ حقوق خود را بابت کرایه 
خانه می‌دهد» یعنی ۵ ۱۸ برابر (یک برابر و نیم) حقوقش را باید برای کراية 


۱۱۸ 


خانه ببردازد. 

سه مه اساسی درباره «درصد» وجود دارد. 

مسألهٌ ۱. پیدا کردن درصبٍ یک عدد مفروض. عدد مفروض را در عدد 
«درصد» ضرب و» سپس حاصل را بر ۱۰۰ بخش می‌کنيم : 

مثال: در یک معدن زغال‌سنگ. میزان استخراج ماهيانة زغال ۲۸۶۰ 
ُن است. ولی در ماه فروردین» به علت تعطیل نوروزی؛ 1۸۰ میزان معمول 
ماهیانه استخراج شد. چند تن زغال‌سنگ در ماه فروردین استخراج شده‌است؟ 

حل. 

۱(۲۸۶۰ < ۸۰ << ۲۲۸۸۰ ۰۲ 


(تن) ۳۳۷۸ - و ۱6 ۰ ۸۱۰ ۳۱۳۱۳۱ 


مساله ۲ . پیدا کردن عدد با معلوم بودن درصد معینی از آن. مقدار معلوم 
درصد را بر عددی که معرف میزان درصد است» نقسیم و نتیجه را در ۱۰۰ 
مثال . ۱۵ چوبی که برای تهیه کاغد وارد کارخانه کاغذسازی می‌شود 
به‌صورت کاغذ درمی‌آید» برای تهية ۰ تن کاغد» چند تن چوب لازم است؟ 
حل. 


(تن) ۴۰۰ < ۱۰۰ « ۲(۴ :۴ <- ۱۵ : ۱(۶۰ 


مساله و۳ این که یک عدد. چنددر صد عدد دیگر اسنت : ۰ ۰ ۱برابر لد 


اول را بر عدد دوم تقسیم می‌کنيم. 
مثال ۱ . در هر جعبه‌ای که ۵۰۰ لا مپ داردء ۴۸۲ ( مب سالم و بقیه 


معیوب‌اند. جند درصد لا مپ‌ها معیوب‌انل؟ 


۱(۵۰۰ - ۴۸۲ - ۷: 


۶ - ۵۰۰ : ۳۱۱۸۰۰ ۰ ح- ۱۰۰ « ۲(۱۸ 


۶ درصد (#۳/۶) از لامپ‌ها خراب‌اند. 
مثال ۲. دانش‌آموزی در برنامه‌ای که برای روز بی‌کاری خود ریخته‌بود؛ 
تمسیم گرفت ۶۰ صفحه از کتاب زندگی‌نامة «اواریست گالوا»» ریاضی‌دان 
جوان‌مرگ فرانسوی را بخواند. ولی او توانست ۷۵ صفحه از این کتاب را 
بخواند چنددرصد برنامةٌ خود را انجام داده‌است؟ 
حل. 
۰ - ۱۰۵۰ < ۱(۷۵ 


۱ ۵ حد- و ۶ ۰ ۰۰ ۲۱۷۵۰ 


این دانش‌آموز ۵ ۸ برنامه خود را انجام داده‌است. 
یادداشت ۱. در هرسه حالت مسالهٌ اصلی مربوط به «درصد». می‌توان 
ردیف دو عمل را تغیبر داد. مثلاً در مسالة آخر» می‌توان اول عمل تقسیم را 
انجام داد و» سبس» نتیجه را در ۱۰ ضرب کرد. 
یادداشت ۲. مثال زير را به‌این خاطر آورده‌ايم که از اشتباه احتمالی 
برخی از دانش‌آموزان؛ جلو گرفته باشیم. 

فرض کنید می‌خواهیم بدانیم فیمت اولیه یک متر پارچه چقدر بوده‌است» 
به‌شرطی که بعذ از #۱۵ تخفیف» متری ۲۵۵۰ ریال درآمده است. 

پیش آمده‌است که برای حل این مساله ابتدا ۱۵ عدد ۲۵۵۰ ریال را 
محاسبه کرده‌اند. 


۵ ۳۸۲۸ <- ۱۵ ۰۸ < ۲۵۵۰ 
سپس این مبلغ ۸۲۸۵ رال را به ۲۵۵۰ ریال اضافه کرده‌اند: 


۲۵۵۰ + ۳۸۲۸ ۵ - ۲۵ 


و گمان کرده‌اند که قیمت پیش از تخفیف یک متر پارچه» برابر ۵ ۲۹۳۲۸ 
ریال بوده‌است. ولی؛ این جواب درست نیست. دروافع ۸۵ ریال» به 
تقریب ۱۳ درصد ۲۹۳۲/۵ ریال است» نه ۱۵درصد آن. 

را‌حل درست چنین است: بعد از تخفیف» درواقم ۸۵درصد قیمت اولیه 
پرداخت شده‌است (۸۵ < ۱۵ - ۱۰۰). بنابراین ۲۵۵۰ ریال ۸۵درصد 


قیمت یک متر بارجه» بیش از تخفیف است : 
0 << ۰/۸۵ : ۰ ۲۵۵ 


هر متر بارجه؛ بیش از تخفیف؛ ۰ ریال قبمت داشته‌است. 
یادداشت ۳. ضمن محاسبه با مساله‌های مربوط به «درصده باید از 


مقدارهای تقریبی ) که هم‌اکنون به آن خواهیم پرداخت ؛ استفاده کرد. 


5 محاسبه‌های تفریبی 
در ریاضیات محاسبه‌ای» با دوگونه عدد سروکار داریم : عددهای دفیق و 
عددهای تفریبی. در زندگی و درعمل» اغلب. به‌جای مقدار دقیق یک عدد» 
از مقدار تقریبی آن استفاده می‌کنیم» زیرا همین مقدارهای تقریبی؛ مشکل ما 
را برای رسیدن به هدف خود» حل می‌کنند. به‌ویژه این‌که؛ در بسیاری موردها 
نمی‌توانیم به مقدار دقیق یک عدد دست یابیم. 
می‌گوييم؛ فلان کتاب ۳۲۰ صفحه دارد. این یک عدد دقیق است. 
شش‌ضلعی دارای ٩‏ قطر است. در این‌جا هم ٩‏ یک عدد دفیق است. 
شما ۱۰۰ گرم کره می‌خرید. در این‌جا عدد ۱۰۰ تقریبی است. زیرا 
ترازویی که با آن کره را وزن می‌کنند» نمی‌تواند ۵ /۰ گرم کمتر یا بیشتر را؛ 
با دقفت نشان دهد 
می‌گویيم فاصلهٌ شهر ۸ تا شهر 7 ۶۵۰ کیلومتر است. ۰۶۵۰ در 
این‌جا یک عدد تقریبی است. زیرا هم ابزازهای اندازه‌گیری دفیق نیستند و هم 


۱۳ 


نمّطه آغاز و نقطه بایان به تقریب انتخاب شده‌اند. 


روشن است» وقتی با عددهای تقریبی عمل کنیم» نتیجه عمل هم تقریبی 
خواهدبود. ازاین گذشته» عمل با عددهای تقریبی» می‌تواند منجر به نتیجه‌ای 
شود که نه تقریبی؛ بلکه اشتباه باشد. 

فرض کنیم» بخواهیم حاصل‌ضرب دو عدد تقریبی ۶۰/۲ و ۸۰/۱ را 
(که تنها تا رقم اول بعد از ممیز درنظر گرفته‌ایم)» به‌دست آوریم. ضرب این 
دو عدده ما را به نتیجه ۰۲ ۴۸۲۲۸ می‌رساند» ولی این نتیجه ممکن است؛ 
ه‌تنها در رقم‌های صدم و دهم بلکه حتی در رقم‌های درست؛ اشتباه باشد. 
اگر عددها را تا دورقم بعد از ممیز (به‌جای یک رقم) درنظر می‌گرفتيم» و 
اگر این عددها ۲۵ ۶۰۸ و ۱۴ ۸۰۸ باشند» آن‌وقت حاصل ضرب آن‌ها» براپر 
وشن ۸ درمی‌آید» که بیش از ۶ واحد» از حاصل‌ضرب تقریبی اول؛ 

پررنی عددهای تقریبی و آشنایی با نظریُ محاسبه‌های تقریبی به‌ا 
می‌آموزد که: ۱) با آگاهی بر میزان دقت عددهای مفروض؛ بتوانیم میزان 
دفت نتیجه عمل با این عددها را بیدا کنیم : ۲) دقت عددهای مفروض 
را» تاکجا و به چه‌اندازه انتخاب کنیم تا نتیجهٌ عمل با آن‌ها همان دقتی را 
اداشته‌باشد که لازم داریم؛ ۳) چگونه خود را از عمل‌ها یا رقم‌هایی که» در 
نتيجة کار» تأثیری ندارند. آزاد کنیم و گرفتار عمل‌های طولانی و ملال‌آور 
(که درضمن؛ ضروری نیستند) نشویم. 
۱ 
روش نوشتن عددهای تقریبی 
وقتی با مقدارهای تقریبی سروکار داریم. ۲۸۴ با ۲/۴۰ یا ۰۲ /۰ با 
۰ ۸ فرق دارد. ۴ ۲۸ به‌این معناست که مقدار عدد ممکن است برابر 
۲۳ با ۲/۲۸ باشد (که آن را در رقم اول بعد از ممیز» یعنی رقم دهم 
گرد کرده‌ایم). درحالی‌که ۴۰ ۲۸ به‌این معناست که عدد تقریبی ما» ممکن 


۱۳ 


است برایر ۴۰۳ ۲۸ يا ۲/۳۹۸ باشد» نه ۴۲۱ ۲۸ یا ۳۸۳۲ /۲. 

درمورد عددهای درست» وقتی می‌نویسیم ۰۴۷۲۰ به‌اين معناست که همه 
رقم‌های‌آن دقیق‌اند. اگربخواهيم آن‌را (به‌صورت عددهای‌بزرگ ومثلاً در فیزیک 
یا اخترشناسی)» به‌صورت تقریبی بنویسیم» باید آن را بهشکل ۱۰۳ < ۴۷ 
ویا» بهتر ازآن ۱۰۳ < ۴۸۷ بنویسیم . 

در عدد ۲۵۰۰ ۰ همه رقم‌ها وانعی‌اند» ولی در عدد ۱۰۳ ۰۲/۵ تنها 
دو رقم وافعی‌اند. 

همچنین ؛ عدد تقریبی ۰۰۰۰۰۳۲۱ ۰۸ را بهتر است به‌صورت 


ر ۲۸۱ 
بنویسیم که به‌معنای واقعی بودن تنها دو رقم ۲ و ۱ است. 


قانون گرد کردن عددها 
ضمن محاسبه با عددها؛ گاهی لازم می‌شود آن‌ها را (جه در مورد عددهای 
دقیق و چه در مورد عددهای تقریبی) گرد کنیم» یعنی یک یا چند رقم پایانی 
آن زا کناز بگذاریم. برای گرد کردن عددها باید به این قاعده‌ها توجه کنیم : 

قاعدة ۰.۱ اگر نخستین رقم از رقم‌هایی را که حذف می‌کنيم» بزرگتر از 
۵ باشد باید به آخرین رقمی که حذف نکرده‌ايمی یک واحد اضافه کنیم. 
درحالتی هم که نخستین رقم از رقم‌های حذف شده برابر ۵ باشد. ولی به‌دنبال 
آن (بلافاصله بعد از آن) رقم یا رقم‌هایی وجود داشته‌باشد» بازهم به آخرین 
رقم حذف‌شده یک واحد اضافه می‌کنيم. 

اگر بخواهیم عدد ۸۷۴ ۲۸۸ را در رقم اول بعد از ممیز گرد کنیم» آن 
را به‌صورت ٩‏ ۲۸۸ می‌نویسیم (رقم اول بعد از ممیز را که ۸ بود؛ یک واحد 
اضافه می‌کنيم زیرا بعد از آن» رقمی بزرگتر از ۵ قرار دارد). عدد ٩‏ /۲۸ به 
عدد ۸۷۳ ۲۸۸ نردیکتر است تا عدد ۸ ۲۸۸. 


۱۳۳ 


برای این‌که عدد ۲۵۱ ۳۶۸ را در رقم اول بعد از ممیز» گرد کنيم آن را 
به‌صورت ۲۶/۲ می‌نویسیم» زیرا نخستین رقم حذف‌شده ۵ است و بلافاصله 
به‌دنبال آن» رقم ۱ فرار دارد. عدد ۳۶۸۳ به عدد ۲۵۱ ۳۶۸ نزدیکتر است تا 
غلیو ۱ ۸ ۲ 

قاعدف ۲. اگر نخستین رفم از رقم‌های حذف‌شده. کوچکتر از ۵ باشد؛ 
رقم‌های باقی‌مانده را دست نمی‌زنيم 

اگر بخواهيم عدد ۴۸ /۲۷ را تا یک واحد تقریب گرد کنیم» آن را 
به‌صورت ۲۷ می‌نویسیم: ۲۷ به ۴۸ ۲۷۸ نزدیکتر است تا ۰۲۸ 

قاعدف ۳. اگر بخواهيم با حذف رفم ۵ (وقتی که بعد از آن» رقم دیگری 
وجود ندارد) عددی را گرد کنیم» می‌توان رقم ۵ را بدون تغییر در رقم قبلی 
حذف کرد و می‌توان» بعد از حذف آن» به رقم قبلی یک واحد اضافه کرد. 
ولی از آن‌جاکه کار کردن با عددهای زوج» ساده‌تر از عمل با عددهای 
فرد است» بهتر است» درحالتی که رقم قبل از ۰۵ عددی زوج است. آن را 
تغیر ندهیم؛ ولی ذرحالتی که رقم پیش از ۵ فرد است. آن را با اضافه کردن 
یک واحد» به رقمی زوج تبدیل کنیم. 

عدد ۰۴۳۶۵ را در رقم سوم بعد از ممیز؛ به‌صورت ۰۲۶ ۰۰/۸ و عدد 
1۳۵ ۸ را در رفم دوم بعد از ممیز» به‌صورت ٩۴‏ /۰ گرد می‌کنيم. 

در این‌حالت اضافه کردن یا اضافه نکردن یک واحد به رقم قبلی میزان 
«اشتباه» را تغییر نمی‌دهد. 

مثال. این عددها را» بادفت تا یک‌دهم تقریب (یعنی رقم اول بعد از 
بمیز) کرد کنید: 


۶۸۵۲۷: ۰۸ ۲۵۶: ۲/۸ ۱٩۵: ۱۸ ۰: 


٩۹۵۰: ۲۸۸۵۱: ۰۸ ۸۵۰: ۰۸ ۰۵‏ ۸ ه 


۱۳۴ 


حل. پاسخ: 


ه ۰ ۸۱ 9۸ ٩۹:‏ ۲۸ به ۱۸ :۲ ۱۸ :۲ ۲/۸ :۵ ۸ :۵ ۶۸ 


خطای مطلق و خطای نسبی 
به اختلاف مقدار تقریبی یک عدد با مقدار واقعی آن. خطای مطلق گویند. 
به‌زبان دیگر اگر » مقدار تقریبی عدد 2 باشد آن‌وقت :۵-2 (اگر 2 < ») 
با »  -‏ (اگر :2 > »)۰ خطای مطلق نامیده می‌شود. 

اگر کارخانه‌ای ۱۲۸۴ کارگر و کارمند داشته باشد» وقتی این تعداد را 
با مقدار تقریبی ۱۳۰۰ بیان کنیم» خطای مطلق برابر ۱۲۸۴ - ۱۳۰۰ 
یعنی ۰۱۶ و اگر با مقدار تقریبی ۱۲۸۰ بیان کنیم» خطای مطلق پرابر 
۵۰ -- ۰۱۲۸۴ یعنی ۴ می‌شود. 

خحطای نسبی مقدار تقریبی» به عددی گفته می‌شود که از نسبت خطای 
مطلق بر خود عدد. به‌دست آید. 

اگر در مدرسه‌ای ۱۹۷ دانش‌آموز تحصیل کنند و ما آن را به‌صورت 
نقریبی ۲۰۰ نفر بیان کنیم» خطای مطلق برایر ۳ و عطای تسبی برابر سس 


یا (بعد از گرد کردن) سس یعنی ۵ ۱۸ خواهدبود. 


پیش می‌آید که نمی‌توانیم مقدار دقیق عدد و درنتیجه خطا را (چه خطای 
مطلق و چه خطای نسبی) پیدا کنیم؛ ولی هميشه می‌توانيم عددی را مشخص 
کنیم که مطمئن باشیم خطای مقدار تقریبی ما از آن تجاوز نمی‌کند. 

فرض کنید» فروشنده ۳۸۶ کیلوگرم هندوانه به شما فروخته است. او 
هندوانه را با ترازو وزن می‌کند و سبک‌ترین وزنه ترازوی او ۵۰ گرمی است. 
وزن ۳/۶ کیلوگرم یا ۲۶۰۰ گرم تقریبی است و شما از وزن دقیق هندوانه 
اطلاع ندارید. ولی مسلم است که خطای مطلق از ۵۰ گرم و خطای نسبی 


۱۳۵ 


۵0 
از دا و۳ یعنی به تقریب ۴۳ ۱ ۸ تجاوز نمی‌کند. 


عددی را که خطای مطلق از آن تجاوز نمی‌کند (ویا در بدترین وضع 
پرابر آن است)۰ خطای مطلق مرزی یا مرز خطای مطلق می‌نامند. به‌همین 
ترتیب» عددی را که خطای ن. نسبی از آن تجاوز نمی‌کند (ویا در بدترین حالت؛ 
برابر آن است)» خطای نسبی مرزی. یا مرز خطای نسبی گویند. 

در مثال مربوط به خرید هندوانهی ۵۰ گرم مرز خطای مطلق و ۲ ۸۱۸ 
مرز خطای نسبی است. 

برای محاسبه با عددهای تقریبی باید مرز خطا (مطلق و نسبی) برای 
آن‌ها معلوم باشد. اگر این مقدار» از قبل» معین نشده‌باشد. می‌توان آن را 
بهدست آورد. روشن است که مرز حطای مطلق: برابر است با نصف واحد 
آخرین رفم عدد نقریبی. 

اگر عددی. به‌صورت تقریبی ۴۸۷۸ داده شده‌باشد» مرز خطای مطلق 
آن؛ عبارت است از ۰۰۵ /۰. 

مرز خطای مطلق را با حرف یونانی ۵ (دلتا») و مرز خطای نسبی را 
با حرف یونانی 6 («دلتای کوچک») نشان می‌دهند. اگر مقدار تقربی عدد را 
با » نشان دهیم داریم: ۵ 0 
| مثال ۱. طول مدادی را با خط‌کش میلی‌متری اندازه گرفته‌ایم؛ ۱۷/٩‏ 
ری شده‌است. مرز خطای نسبی این اندازه‌گیری جقدر است؟ 

حل. در این‌جا ۱۷۸٩‏ << »4 (سانتی‌متر)؛ می‌توان ۰۸۱ - ۵ 
سای ماز) گرفت زیر اندازه‌گیری طول مداد تا دقت ۱ میلی‌متر» مشکل 
یست؛ ولی خطای سم را نمی‌توان از ۱ میلی‌متر کمتر گرفت. دراین‌صورت؛ 
خطای نسبی برابر می‌شود که با گرد کردن آن؛ به‌دست می‌آید : 

۱ 


0 نج ۵ 
1 ۱/۸ 


مثال ۰۲ بیستون استوانه‌ای» قطری برابر ۳۵ میلی‌متر دارد. با جه دقتی 
باید آن را اندازه گرفت تا مرز خطای نسبی برابر 7۰7/۰۵ باشد. 

حل. بنابر فرض» مرز خطای نسبی» باید ۰/۰۵ از ۳۵ میلی‌متر 
باشد. بنابراین مرز خطای مطلق» چنین می‌شود: 
۵ ۰ < ۲۵ 


و و ۱ 


(میلی‌متر) ۰۷۵ ۰۸ << 


ویا؛ اگر آن را گرد کنیم ۰۲ /۰ میلی‌هتر . 


۴ 


۸۲ 
2 كٍِ ۳ نا ی ۱ ت_ ۱ 2 
من تواسسیی زر دسور 3 ۵ استفاده تیه 
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"۵ 
ما ۱۷۵ ها کچ مج ۵۰۵۵ ۵ 


بحث مربوط به محاسبه با مقدارهای تقریبی (که درعمل» کاربرد بسیار 
دارد) » هم جالب و هم لازم است؛ ولی در این‌جا برای طولانی نشدن مطلب 
و دور نشدن از برنامه درسی» از بررسی تفصیلی مطلب می‌گذريم و تنها به 
چند قانون اشاره می‌کنيم. ولی یادآور می‌شویم که موضوع. تنها با آوردن اين 
چند فانون پایان نمی‌پذیرد و امیدواريم» در جلدهای بعدی کتاب» فرصتی 
به‌دست آید و دنبال این بحث جالب را بگيريم. 

قانون ۰۱ برای پیدا کردن مرز خطای مطلق برای حاصل‌جمع یا تفاضل 
دو عدد تقریبی (در مجموع می‌تواند چند جمله وجود داشته‌باشد) باید مرز 
خطای مطلق را در هریک از جمله‌های جمم يا تفریق» پیدا کرد و» سپس 
آن‌ها را باهم جمع کرد. 

قانون ۰۲ مرز خطای نسبی؛ در حاصل‌ضرب یا خارج‌قسمت دو عدد. 
برابر است با مجموع مرزهای خطای نسبی در عامل‌های ضرب يا جمله‌های 


ی 98 


۱۳۷ 


٩‏ تناسب. 

دو نسبت برابر» تشکیل یک تناسب می‌دهند. 

در یک کتاب خانهٌ عمومی ۱۰۰۰۰ کتاب وجود دارد که» در بین آن‌هاء 
۰ کتاب به زبان فارسی است. کتاب خانهٌ عمومی دیگری ۱۲۰۰۰ کتاب 
دارد که؛ از آن‌ها» ۹۶۰۰ جلد به زبان فارسی است.بتابراین» نسبت تعداد 
کتاب‌های فارسی؛ به کل کتاب‌ها؛ در هردو کتاب‌خانه» یکی است: 


۸ ۰7 ح< هه ۱۲ ۰ ۹8 حد وههه۱ : و۸ 
(۱ ۱۲۵۵۵ ۰ ۹۴۰۰ << هو و۱۵ ۰ ۵۰ ۸۵ 


و می‌خوانند: نسبت ۸۰۰۰ به ۱۰۰۰0 برابر است با نسبت ۹۶۰۰ به 
۰ هریک از این جهار عدد یک جمله از تناسب‌اند؛ به دو عدد 
۷ و ۱۲۵۵ مانهای کدی با طرفین )و یداد ند ۱۰۰۰ و 
۰ جمله‌های میانی (یا وسطین) گویند. دلیل این نام‌گذاری روشن است» 
جمله‌های کناری» در دوطرف و جمله‌های میانی در وسط قرار گرفته‌اند. 
برابری (۰)۱ یعنی تناسب (۱) را این‌طور هم می‌نویسند: 
۰ ۹۶ ه ۵ ۸۵ 


> 99 


و و ۵ ۱۳ 5 و و و و |[ 


ویژگی اصلی تناسب. 
ان ج : 
فرض کنیم» دو نسبت ‏ و 7 باهم برابر باشند: 


‌ كّ 


ا 


اگر دو طرف این برابری را در 00 ضرب کنیم به برابری 


6۰ 1 << ۰ 6 


می‌رسیم که همان ون کون اصلی تناسب ات 
جمله‌های میانی. 

از این ویژگی می‌توان برای بیدا کردن جملة مجهول یک تناسب. استفاده 
کرد. مثلا در تناسب 


۱۱ 3 . ۵ 
۱ ۴ ۱۲ 
۴ ۵ ۱ ۱ ۱ 
۵ < سد و چت ۸۴ ۷ ۵ < ۱۳۲ 


۱۲ 

پادداشت. عادت شده‌است که در تناسبی مثل (۰)۱ برای بیدا کردن 
مجهول ۰ می‌گویند «طرفین وسطین می‌کنیم». اين جمله» به‌جز اين که معنای 
درستی ندارد نوع عملی راهم که انجام می‌دهیم میخض نجز کندد. اگر 
قرار باشد که از واژه‌های «طرفین» (به‌جای «جمله‌های کناری») و «وسطین؛ 
(به‌جای «جمله‌های میانی») استفاده کنیم» دست‌کم» جمله را به‌طور کامل 
بیان کنیم و بگوئیم: «حاصل‌ضرب دو جمله طرفین را مساوی حاصل‌ضرب 
دو جملةٌ وسطین قرار می‌دهیم». بهتر از همه اين است که نوع عمل ریاضی 
را مشخص کنیم و بگوییم : «در برابری (۰6۱ دوطرف را در ۸۴ < ۱۳ ضرب 

می‌کنیم*. 


مقدارهای ذو نب میت متفاوت ‏ ممکن اتیبتقا به یکدیگر کی داشته‌پاشند. 


۱۳۹ 


مثلا؛ مساحت یک مربع؛ بستگی به طول ضلم آن دارد و برعکس» طول 
ضلع مربع؛ بستگی به مقدار ساحت آن دارد. 

مقداری را متاسب با مقداری دیگر گویند» وفتی که نسبت آن‌ها: عددی 
ثابت باسد. 

مال. وزن آهن» متناسب با حجم آن است. ۲ سانتی‌متر مکعب آهن 
۲ گرم ۵ سانتیمتر مکعب آن ۳۵ گرم» ۱۲ سانتی‌متر مکعب آن ۸۳۴ گرم 


و غیره وزن دارد. در این‌جا 


۲ ۵ ۲ 
متناسب بودن دو کمیت؛ به‌معنای آن است که با 1 برابر شدن یکی از آن‌ها 
دیگری هم برابر می‌شود (0» عددی گویا است). اکر حجم آهن "برابر 
شود وزن آن هم آبرابر می‌شوده ۳۰ حجم آهن نصف شود وزن آن هم 


کمیت‌های متناسب معکوس 
اگر دو کمیت چنان باشند که با « برابر شدن یکی» دیگری به 2 خود تبدیل 
شود» آن‌ها را متداسب معکوس گویند. مثلا» زمانی که برای رسیدن اتومبیل 
از شهر ۸ به‌شهر 12 لازم است» با سرعت اتومبیل متناسب معکوس است. 
یعنی نسبت عکس دارد» به‌زبان دیگر» اگر سرعت اتومبیل دوبرابر شودء زمان 
رسیدن از ۸ به 1۶ نصف می‌شود و اگر سرعت اتومبیل نصف شود زمان 
رسیدن از ۸ به ۰11 دوبرابر می‌شود. 

اگر دو کمیت؛ در بستگی باهم. متناسب معکوس باشند؛ آن‌وفت نسبت 
دو مقدار از کمیت اول؛ وقتی با نسبت دو مقدار متناظر از کمیت دوم یک 
تناسب تشکیل می‌دهند که عکس یکی از نسبت‌ها را با نسبت دوم برابر قرار 
دهیم. 


۱۳9 


اگر اتومییلی با سرعت ۶۰ کیلومتر در ساعت» فاصله دو شهر را در ۵ 
ساعت طی کند: باچه سرعتی همین فاصله را در ۳ ساعت طی خواهد کرد؟ 

در این‌جا؛زمان و سرعت متناسب معکوس‌اند.اگر سرعت مجهول را 7 
فرض کنیم» نسبت سرعت‌ها پرابر سك و نسبت زمان‌ها پرایر 2 می‌شود؛ ولی 
دو کمیت» متناسب معکوس‌اند» پس باید یکی از اين نسبت‌ها را با عکس 
دیگری؛ برابر قرار دهیم) تا یک تناسب به‌دست آید ؛ 


اب ها 
۵ ۵ ۱ ده ۳ ست. 3 سب 
۵ 1 


ویژگی‌های دیگر کمیت‌های متتاسب 
۱ 2 
تناسب 7 << 7 را درنظر می‌گيريم. بنابر ویژگی اصلی تناسب داشتیم : 


باتوجه به همین نتیجه‌گیری (یعنی این‌که؛ از برابری سمت چپ می‌توان برابری 
سمت راست را نتیجه گرفت و برعکس از برابر سمت راست» برابری سمت 
چپ را)» می‌توان ویژگی‌های دیگری» برای تناسب پیدا کرد : 

۱ جر هر تقانب» مر قاق تسا یا واریق کرد 


۱۱( کر ۳۱5 کی 
ء 


۲) در هر تناسب» نسبت صورت‌ها با نسبت مخرج‌ها برابر است» یعنی 
۵ 6۰ 4 
)۳( ۵ 6 4 وا 


۳ 


برابری به هم دمی‌خورد : 


۳3 ددع +6 0 0 
۳ ۱ تا اتید بح ات 
۳۱( 7 ۳ 


این عمل را؛ ترکیب نسبت‌ها در صورت. گویند. می‌توان ترکیب نسبت‌ها را 
در مخرح انجام داد: 


0 اس اس 


۱ ۱ 3 
۲) اگر از دوطرف برابری 7 < 7 یک واحد کم کنیم» بازهم به 
تناسب جدیدی می‌رسیم : 


(3 


این عمل را تفصیل نسبت‌ها در ضصو اس گو تن تفصیل تتستتتقا را می‌توان 


۵) ترکیب و تفضیل نسبت‌هاء می‌تواند باهم انجام بگیرد: 


(۵) تن 

۱ سی ‏ استخ 0 ه 
۱ ل -- ی »6 3 
)۵( ی 2 ۶ 


در (۵)» ترکیب در صورت و تفضیل در مخرج انجام گرفته‌است و در (۵) 


برعکس. 


۱۳ 


1 تا 
۶ مقدار هریک از نسبت‌های 7 و 7 را برابر 77 می‌گيريم : 


از آن‌جا به‌دست ی آیل : 


اج او ان 


از مجموع این دوبرابری نتیجه می‌شود: 


سا چد 7( +4 ۷) <ع + » 
دع 


ان ۳ ( اق 
به‌این ترتیب» بافرض 7 < م. داریم: 


» + 2 


فاد کی (۳) را می‌توان عام‌تر کرد : 
6 ۲ 10 6 ») 
0 


1 0 4- 0 ۶ 


(خودتان» درستی آن را ثابت کنید). 
ویژگی (۶) یا (۰)۶ برای برابری چند نسبت هم درست است: 


6٩۲ ۰ ۶۳‏ ۰ _ 6 _ 6 _ » 
تج تاد لول .۰ # م4 


۷ اگر در یک تناسب» دو جملهٌ میانی یا دوجملة کناری باهم برابر 


۳ ۲ 0 
یت یوج بیج 
1 ۱ 


۱۳۳ 


بنابر ویژگی اصلی تناسب. به برابری 


و۷ < ت چه ام -< ۲ 


می‌رسیم که دراین‌صورت» 27 را واسطه هد سی ۳ میانگین هند سی ده عدد ا) 


و 6 گویند. ۴ میانگین هندسی دو عدد ۲ و ۸؛ یا ۱۰ میانگین هندسی دو 
عدد ۵ و ۲۰ است؛ زیرا 


2-۵۰ ۱:۲ و ۸ ۲۱۰ - ۴۲ 
ل 


#مفهوم «درصد» بستگی نزدیکی با مفهوم نسبت دارد و نیازهای زندگی 
و عمل» آن را بدید آورده‌است. به احتمال زیاد» نخضستین کسانی که از وازه 
«درصد» استفاده کرده‌اند» رباخواران و صراف‌ها؛ یعنی «پدربزرگان» بانک‌های 
بوده‌اند ولی در زمان ماء به‌جز بانک‌ها (که برای محاسبة بهرة پولی که به وام 
می‌دهند؛ از واژه «درصد» استفاده می‌کنند)» مفهوم «درصد؛ در تمامی زندگی 
اقتصادی ريشه دوانده است. تنها بانک‌ها نیستند که میزان «درصد» سود خود 
را محاسبه می‌کنند» بلکه به‌طور کلی» در هر کار اقتصادی (به‌ویژه در جهان 
سرمایه‌داری) » باید این سه مسأله را درنظر داشت: 

۱ تعیین «درصده سوددهی سرمایه‌ای که به‌کار افتاده است ؛ 

۲ تعیین سرمایه» بعد از مدتی که با «درصد» معینی سود کار کرده‌است ؛ 

۳ تعیین «درصد». برای این که سرمایه‌ای را در طول مدت معینی؛ به 
مقدار معلومی برساند. 

به‌جز اين؛ از مفهوم «درصد» در تعیین رشد افتصادی رشد جمعیّت و 
بر بایه آن؛ طرح برنامه‌های لازم برای توسعه اقتصادی و کنترل جمعیت استفاده 
می‌شود .. باید گفت که در روزگار ما» در هرگام به مفهوم «درصده نیاز 
داریم. 


۱۳ 


برای درصد از نماد 74 استفاده می‌شود که» درواقع؛ تحریفی از نماد ۱۰۰ 
است (عدد ۱ را کج کرده‌اند و صفرها را به دوطرف آن» کمی بالا و کمی 
پایین آورده‌اند). 

ولی مفهوم‌های «نسبت» و «تناسب»۰ عمری درازتر دارند. 

مفهوم تناسب به‌معنای برابری دو نسبت از عددهای طبیعی از زمانی 
بسیار کهن به‌کار می‌رفته است.در سرزمین‌های عیلام و بابل هزاران سال پیش 
از میلاد» با شناختن مثلث‌های متشابه» به مفهوم «ضلع‌های متناسب» (البته » 
برای عددهای طبیعی) رسیده بودند. 

فیثاغورث (نزدیک سال‌های ۵۸۰ تا ۵۰۰ پیش از میلاد) دانشمند یونان 
باستان و هواداران او» برای نخستین بار نظریه ریاضی نسبت‌ها را مطرح 
کردند. آن‌ها؛ سه گونه تناسب را» برای عددهای طبیعی ۰6 ۰0 6 و »؛ مورد 
بررسی فرار دادند : 

تناسب حسابی : » 6  <‏ - ): 


تناسب هندسی : » 6۰ < 0 6 
ات ٩‏ بیس در سر 
۳ سای ]م يم 7 ۰ 


مفهوم «میانگین» (مانگین حسابی؛ میانگین هندسی و میانگین توافقی) 
هم متعلق به فیثاغوریان و مربوط به حالتی است که دو جمله میانی تناسب 
با هم برابر باشند. 

در سدهة چهارم پیش از میلاد. «اودوکس» (نزدیک به سال‌های ۴۰۸ تا 
۵ پیش از میلاد). دانشمند یونانی» بررسی منطقی را دربارة ویژگی‌های 
تناسب (نه‌فقط تناسب‌های با عددهای طبیعی» بلکه در ضمن با عددهای 
سجن ققیت) انجام داد. اودوکس» دانشمندی بود که به همه دانش‌های زمان 
خود تسلط داشت. او اخترشناس و ریاضی‌دان بود» دانش «مکانیک» را پیش 
برد و» درضمن؛ پزشکی معتبر بود. 

تنظیم دفیق نظریه تناسب‌هاء به‌وسیله اقلیدس» هندسه‌دان یونانی» در 


۱۳۵ 


کتاب مشهور او به‌نام «مقدمات» (که شامل ۳ بخش بود) و در سده سوم 
پیش از میلاد انجام گرفت. او» اين نظریه را» در بخش پنجم کتاب خود» و 
در اساس» بر پایةٌ آموزش‌های اودوکس» آورده‌است. نظرية امروزی نسبت‌ها؛ 
که در کتاب‌های درسی آمده است» با نظریه اقلیدس - اودوکس» خیلی 
کم اختلاف دارد. اقلیدس» تناسب هندسی را این‌طور تعریف کرده‌است 
(مضمون سخن اقلیدس» به زبان امروزی) : 

«چهار عدد ۰6 ۰ 6 و 0 تناسب 5 - 7 را تعریف می‌کنند؛ به‌شرطی 
که برای عددهای طبیعی ولی دلخواه ۵ 2۳ آگر 0 < 776 آنوقت 
۵ < 6( اگر ۵ < ۸96 آنوقت 70 < 7«76: و سرانجام» اگر 


۵ > ۰6 آن‌وقت ۱۲۵ > 7226). 


تمرین‌ها 
۱ آیا عمل ساده‌کردن کسر تمام شده‌است : 


۲و ۱ و ۲۲ ۱ 
۱۸ 
۲ ۱۵۶ ۳۱۲ 


ی ۳۳ (۲ 


۵۴۶ ۰ ۲۷۳ ۰. ۱ 


۲ آیا برای انجام این عمل‌ها» ساده‌ترین راه انتخاب شده‌است : 


با یز ۷ 

۱ ۶ 1 ۶۴ ۴ 

_ ۳۶+ ۲۹۷ _ ۱۴۳ _, ۷ 

9 لا لا 9 
۵ ۵۸۷ ۷ ۵ 

سرب سم تفا ۷۲ بت - 39 [۶ 
۱ ۶ ۶ 
8 ۰۵۳.۱ ۱۷۶۱-۵۹۰ 

ما اس 


۱۳۶ 


۱ ۱۳۷ ۱۷ 
ی سا < --۵ (۳ 


ریت 9 
3 ۳۲ ۲۳ 
۱ ۱۳۷ 
سس سس کج 
۸ ۸ 
1 ۳ 
و با و ۷ 
۲ ۵ ۵ ۵ 
۳ ۳ 
دس << سس < 
و ۱ ‌ 
| ۱۱ "۳ ِر_ ۱۱ ۵ 
2 ی + __(۵ 
۴ ۰ ۱۸ "۳۴ ۱۸ 
۵ ۳۱۸ 
۰ ۴۳۲ 
3 ۲ 
۳۷ ۱ ۳۷ ۱۳ 
۱۳۶۴۰۸ 
۴ سس مت 
۳۷۸ 


۱ ۲ ۰ ۱ : 
۱ سب 
هر ۱۵ عدد بین دو عدد تب و > واقع ؛ ‌. 
و رت ها 
۴ از دوعدد مثبت 4 و 7 کدام بزرگترند؟ اگر » بتواند عددی 
منفی هم باشد جطور؟ 
۱ ۵ ه۵ا ج 
5 چا 


۷ 
19 


6۱ - 
> | - 
> | > 
۲ 


ی 
| 


‌ ۵ ت 
۱۲ 


۲ 


۱۳۷ 


۷ بدون این‌که به یک مخرج تبدیل کنید؛ بگویید» کدام بزرگترند؟ 


مر ۱۵ ِِ: ۷ 5۰ ۷ ۴ ن 1 ۵ 
۲۳ ۲ ۷ ۲ ۲۲ با ۰7 ۲) میا ۲+ 
۱۰۲ ۹۷ 
7 دک 
۵ م- یا چچ! 
۷ ۳ ۰ ۵ ۳۲ 
# ا ‌ ۳ 1 
۲۸ مطلوبت است : : م عدد ۱۶۸ ۳ عدد رب ؛ 7 عددٍ مر ۲: 
ی 
۲ ار ۶ ۰۱۲ 


۹ مطلوب است ی «ب آن برابر ۱٩۵‏ است؛ 
۳ ۱ 


۲ 
۰۵ ۱۸۰ تفر را کِ۳ سب داوطلبان بودند؛ به آموزشگاه عالی بذیرفتند» 


تعداد داوطلبان را بیدا کنید. 


۱ قطار مسافری فاصله بین دو شهر را در ۲3 ساعت و قطار باری 

ر ۲ سا هید سرت از میرف ۲۶ تشر رام از 
سرعت فطار باری بیشتر است. فاصله بین دوشهر چند کیلومتر است؟ 

۲. این عمل‌ها را انجام دهید: 


۱ سب ۳ 
<۱ - ۷۷« (-۷: ۸-۱۵ -۲۴) 
۲ ۵ ۹ ۱ 
۰ ۸ 
1 ۳ س 


۱ ۴ 
۶ - )۳۷-- : ۱۸ - ۵ : ۳-( ۷ ۳ 
۵ ۷ 


یی ی رز 
: :09 ز ۳60 :۶ ۳۹ 
۱ بت سربق :تست )34 ات ق 
۳ ۳" ۴۵ ۵ ۳ و۱ 


۱۳۸ 


۷ ۵ 7 . ۲۲ 
م) 7 ( 2۳۸ ‌ 
۷ "۲ ۱ ۱ [ 3 ۱۹ 
لو ۰۱۸۲ ۵۳۶ ۲  ۶(‏ ۳ ۲۶ 


۳ الف) یک عدد دهدهی (اعشاری) را چگونه در ۵۱۰ ۱۰۰ 
و و و ۱ و غیره ضرب کنیم؟ ب) در تقسیم براین عددها چه باید کرد؟ 
۵ ۳ این کسرهای متعارفی را؛ بدون استفاده از عمل تقسیم صورت 
۲ ۱۵۲ ۶ ۳ ۱ ۵ 
۵ ۱۲۵۲۳۲۰۲ ۴۰۲ ۲۵۲ ۸۱ 
۵ عمل‌ها را انجام دهید: 


6 ۸ ۱ -- هي‎ ۸ ٩ 
و‎ 

0۴ - ۸ ۵ 
۲۸۴-۰۸۹ :)۱-۰/۴( 


۵ تیه سا ای مک ی و رن 
۰/٩۹ + ۳‏ : (۱۸/۶۴ ۰ ۲) ۳۳۲۱ 


۳" ۱ ۷ ۱ 
۳( )۲۸۳۱۴ - 5( : ۰۸ ۰۲ + )۳۶- + ۱۸۲۲۵( : ۶ 


۶ ۰۰ کیلوگرم خیار را که ۹۷ آب دارد» اندکی خشک کردیم؛ 
میزان آب به #۹۶ تقلیل بیدا کرد. حالا وزن خیارها چقدر است؟ 

۷ دو کارگر؛ یکی بلند و دیگری کوتاه» دریک لحظه از محل مشترک 
زندگی خود؛ به‌طرف کارخانه حرکت می‌کنند. طول هرگام کارگر کوتاه ۸۲۰ 
از طول هرگام کارگر بلند کمتر اه درعو ضص دز شر فاصله زمانی ؛ ۵ ۲ ی 

۱۳4 زغالستنگ: در لدیله استخراج 1 آب دارد» ولی وفتی دو 
شبانه‌روز در هوای آزاد بماند» میزان آب آن 7۱۲ می‌شود. به هر ۱۰۰ کیلوگرم 
زغال‌سنگ استخراج‌شده »بعد از دو شبانه‌روز » جه وزی اضافه می‌شود؟ 


۱۳۹ 


۹ وقتی آب یخ بندد» 4٩‏ به حجم آن اضافه می‌شود. وقتی یک 
قطعه یخ آب شود» چنددرصد از حجم آن کاسته می‌شود؟ 

۰ قیمت هر جلد چاپ دوم یک کتاب ۱۲۰ چاپ اول آن بود؛ 
ولی چاپ سوم کتاب نسبت به قیمت چاپ دوم ۲۰ ارزان‌تر بود» کدام 
ارزان‌ترند» چاپ اول يا چاپ سوم کتاب؟ 

۱ با ابتکار مهندس ۰۸ 7۷۰ مصرف سوخت یک واحد تولیدی 
کاهش یافت و سیس. با ابتکار مهندس 17 دوباره 7۳۰ از مصرف سوخحت 
کاسته شد. در مصرف سوخت این واحد تولیدی» چنددرصد صرفه‌جویی 
ای ؟ 

۲ در یک قطار مسافری» 7/۷۰ سافرها ایرانی و» درضمن 7۷۰ 
مسافرها» مردند. آیا می‌توان نتیجه گرفت اکثریت مسافران فطار» مردان 


ایرانی‌اند؟ 
۳ بیینید» جنددرصد را تشکیل می‌دهد: 
) ۲۵ از ۳۷۵+ ۲) ۸ از ۲۵۰+ ۳) 2 از ۵ ۴ ۰/۰۷ 


از ۵ ۴۲۸ 

۲ جمعیت شهری ۵۵۰۰۰ نفر است و می‌دانيم» درطول ۱۰ سال 
۰ به جمعیت شهر افزوده می‌شود. ده سال قبل» جمعیت این شهر جند 
تفر بوده‌است؟ 

۵ عدد و را به سه بخش طوری تقسیم کنید که نسبت آن‌ها؛ برابر 
۷ ۱.۱ تاد: 

۶ در مثلث قائم‌الزاوية /۸/10 می‌دانیم : 


زا 


۸ < ٩۰۳ و‎ << ۲ 


از زامن ثر ارتقاع ) تال ژ‌ِ میانه وارد بر وتر را رسیم کرده‌ايم. این امه 
باره‌خط راست؛ زاویه قانمه را ره یه نسبت‌هایی نایم مر کنند؟ 


۱۴ 


۷ پیاده‌ای روی هم یتح روژ پیاذمروق گرده‌انست:و من‌ذاليم مسائفل 
را که در این روزها پیموده‌است ‏ به‌سست ۶ ۱۳۵۲۷ ؟ ۳ 1 بوده‌است. او 
در دوروز آخر؛ روی‌هم ۵ کیلومتر پیاده‌روی کرده‌باشد در پنج روز چند 

۱۸ دو ظرف داریم یکی خالی و دیگری پراز آب. اگر همه آب ظرف 

1 سب 
ظرف را پیدا کنید. 


۱ ۱ ۱ ۳ ۱ 
اول را در ظرف دوم خالی کنیم» 2 ظرف دوم بدون اب می‌ماند ؛ ولی ۳ 


از ظرف اول در ظرف سوم بریزیم» ظرف سوم پر می‌شود و به‌اندازه ج آب 
ظرف اول در ظرف اول باقی می‌ماند. حجم‌های سه ظرف به چه نسبت‌هایی 
اتلد 

۰ ۲ یک خربده آب است. ۰۲ ۰۳ پا ۱۰۰ خربزه» جنددرصد 
آب دارند؟ 

۵۱ ۱ مجموع دو عدد برابر است با ۰.۱۳۰ این عددها را بیدا کنید» 
به‌شرطی که بدانیم ۸۴۰ یکی برابر است با ۶۰ دیگری. 

۲ عذدی برابر »7۵ عدد دوم است. چنددرصد عدد اول؛ برابر 
عدد دوم می‌شود؟ 

۳ مساحت مربع از روی ضلع آن تعیین می‌شود. آیا ضلع مربع با 
مساحت آن متناسب است؟ 

۴ ضلم مربعی را ۲۰ بزرگ کرده‌ايم. مساحت مربع؛ چنددرصد 
بزرگ می‌شود؟ 

۵ عدد اول ۲۵ از عدد دوم ۳ است. عدد دوم چنددرصد» 


۱۳۱ 


۶ اییاد‌ای» فاصلاٌ بین دونقطة ۸ و ظ را در 0 ۳ 
کرد. ابتدا در جاده شوسه و بعد در مسیر بدون جاده. نسبت زمانی که در 
جادءٌ شوسه کرده» به زمانی در مسیر بدون جاده بوده» برابر است با 
تست ۱۸ ش ۲ سرعت این شخص در جاده شوسه جقدر بوده‌است» 
به‌شرط که بدانیم, مسیر بدون جاده را با سرعت ۲۸۶ کیلومتر درساعت طی 
کرده و طول مسیر بدون جاده. برابر 7۳۷/۵ تمامی راه بوده‌است؟ 

۷. مقدار 2 را پیدا کنید: 


1 ی 
:۲ 
نت و رل 8 
۴ - ( اب (۲ 
۷ ۷ 
ون گت 
1 ۳ 


۸ و ل را بیدا کنید. 


٩ 9:‏ او ۲ : ۲ :۸ :8 (۱ 
2 
+ مت وق مب زاو مت چد مب | 
/۳ / 
+6 ع< ۷ + وب < - (۲ 
وا ۷ 
04 ۲ 
۵ <- [ - 1 و ۵ - (۴ 
0 - 6 ۷ 
۲ ب .۱ ار 09 099 ۲ ر 9 ی 0 


اپیدا کنید. 
۱۶ فالیس بت بای د 3 
چا او 


۱۳ 


۱( - سس" یعنی از ضرب جمله به جمله دو تناسب؛ یک تناسب 


جدید تشکیل می‌شود 
۷ 


۳ 
۲ < سر یعنی اگر دو تناسب را جمله به جمله برهم نقسیم 
كت ی نی ی 


تا 2 ل. # 
۱ ۱ 
0 مقدار هریک از نسبت‌های 00۱ 
به تا و رم ک به سر را پیدا کنید 


۶۳ . عدد ۲۸۴۰ را به‌نسبت عکس عددهای ۷ و ۸ تقسیم کنید 

۰ در مساله‌های عملی؛ توصیه می‌کنند که می‌توان حجم مخروط 
پا هرم نافص را به تقریب» از روی دستور 
)۱( و ۵۲ ۲ 9۱ نت 1 

۲ 

به‌دست آورد دراین دستور 5 و 57 مقدار مساحت‌های دو قاعده و ۶ 
مقدار ارتفا مخروط يا هرم ناقص است. 

دستور تقریبی (۱)؛ در چه موردهایی» خطای محاسبه را بالا می‌برد و 
نمی‌تواند مورد استفاده فرار گیرد؟ 

۵ به کسر دهدهی تبدیل کنید: 


یس امجمس ‏ اسرو و 


۲ ۵ ۳ ۲ ۲۲ ۷ ۷۲ 
۶ به کسر متعارفی تبدیل کنید : 


۰/۱۲۵: ۱۸ ۴۸۴: ۰۸ )۳۹(: ۱۸ )۷۸۳(: ۰۸ )۱۸۵(: ۰۸ ۲)۷(: 


(۲)۹ ره :(۱۹ ۵۸ :(۱۵)۳۲ ۵ :۴۸۳/۲۷ 


۱۳ 


:کی ((» عددی است اول)» ضمن تبدیل به کسر دوره‌ای 
دهدهی و در دورةٌ گردش خود» حداکثر چند رفم می‌تواند داشته‌باشد؟ 

۷ برای تبدیل کسر دوره‌ای دهدهی (ساده يا مرکب) به کسر 
متعارفی از قاعده‌هایی استفاده می‌کنید. این قاعده‌ها را ثابت کنید. 


۱۳۴ 


5 مجمو عه عددهای حفیفی 


8 اند کی تاریخ 
فیثاغورث» ریاضی‌دان یونانی که پیش از میلاد مسیح زندگی می‌کرد و» همچنین 
هواداران او» برای عدد اهمیتی خاص قائل بودند. آن‌ها» اعتقاد داشتند نه‌تنها 
طول و سطح و حجم و وزن و زمان را می‌توان به‌یاری عدد مشخص کرد؛ 
بلکه پیامدهای بغرنج‌تری از نوع نواهای موسیقی غم و شادی. آرامش و 
التهاب و ... هم با عدد.قابل بیان‌اند. به‌این ترتیب» آن‌ها» عدد را سرچشمه 
شناخت همه پدیده‌های مادی و معنوی می‌دانستند و می‌گفتند «جیزی در جهان 
وجود ندارد که به‌کمک عدد فابل‌بیان نباشده. 

افلاطون که یکی از هراداران فلسفه فیثاغورت بود» در کتاب «جمهور) 
خرد؛ معتقد به «اعجاز» عدد است و گمان می‌کند» به‌کمک غدد می‌توان 
زندگی و پیش‌آمدهای آینده را پیش‌بینی کرد. 

البته» در سرزمین عیلام و بابل هم فرن‌ها پیش از دورة زرین یونان 
باستان؛ اعتقادهای نادرستی درباره عدد داشتند و مثلاً هریک از خدایان 
مورد پرستش خود راء با عددی مشخص می‌کردند و؛ بسیار احتمال دارد که 
فیثاغورث» دیدگاه‌های فلسفی خود را از آن‌ها گرفته باشد. همین اعتفادهای 
نادرست راء» باید سرچشمهة بسیاری از دیدگاه‌های خرافی بشر نسبت‌به عدد 
دانست که مثلا (هفت» عددی مقدس ویا اسیزده» عددی نحس است. 

از طرف دیگر ریاضی‌دانان یونان باستان» عدد را به‌معنای نسبت دو عدد 
طبیعی می‌شناختند و. اغلب» گمان می‌کردند» هر عدی را می‌توان به‌وسیلة 
تست دی عاند طبیعی نشان داد. 

خود فیثاغورث یا یکی از هواداران او» قضیه‌ای از هندسه را که هنوز 

معروف به «قضیه فیثاغورث» است - کشف کرد. بنابراین قضیه اگر ضلع‌های 


۱۳۵ 


پهلوی زاويةٌ قائمه در مثلث قائم‌الزاویه را» با طول‌های » و ۰ و وتر آن را با 
طول » فرض کنیم؛ همیشه داریم : 


و 


البته. ریاضی‌دانان عیلامی و بابلی و مصری. ده‌ها سده پیش از 
ریاضی‌دانان پونانی» از حالت‌های خاص این قضیه آگاه بودند و مثلا 
می‌دانستند» مثلث با ضلع‌های به‌طول ۳ و ۴ و ۰۵ یک مثلث قائم‌الزاویه 
است. هنوز هم در بسیاری کتاب‌ها» این مثلث را «مثلث مصری» می‌نامند. 
ولی در یونان» قضیه را در حالت کلی خود ابت کردند. این مطلب را هم 
یادآوری کنیم؛ اگر طول ضلم‌های یک مثلث قائ‌الزاویه با عددهای درست 
(و البته مثبت) بیان شده‌باشد» آن را «مثلث فیثاغوری» می‌نامند. مثلاً مثلث 
مصری؛ یا مثلث با ضلم‌های به‌طول ۵ و ۱۲ و ۱۳ يا ۷ و ۲۴ و ۰۲۵ 
مثلث‌های فیثاغوری هستند؛ زیر 


۳۲ + ۴۲ < ۵:۵۲ + ۱۲" < ۲: 


1 


۷۲ + ۲۴۲ - ۲ 


ولی هواداران فیثاغورت» که کمان می‌کردند» بدیده‌های معنوی را هم می‌توان 
به‌یاری عدد توضیح داد از بیان طول قطر مربعی که طول ضلع آن» برابر 
واحل باشد درماندند. 

مثلث قالئم‌الزاویه متساوی‌الساقینی را درنظر بگیریم که طول هر ضلع 
بهلوی زاويةُ قائمة آن برابر ۱ باشد. هواداران فلسفه فیثاغورث» نتوانستند 
دوعدد طبیعی بیدا کنند که نسبت آن‌ها» برابر با طول وتر اين مثلث باشد: 
سبت دو عدد طییعی ۷ و ۰۵ یعنی > با ۴ ۸ به تقریب» برابر طول این 


سس ۳ 
وتر است. ولی از آن کمتر است؛ نسبت دو عدد ۳ و ۰۲ یعنی > یا ۵ /۱ 


۱۳۶ 


۱ ۳ ِ1۳ 
بازهم به‌تقریب » برابر طول ونر » ون از ان بیشتر هت و ۱ ۱۸ از 
۷۱ 
طول وتر کمتر و حم يا ۴۲ ۱۸ از طول وتر بیشتر است. همچنین ۴۱۴ /۱ 
از طول وتر کمتر و ۴۱۵ ۱۸ از طول وتر بیشتر است. درواقع» باید مجذور 
طول وتر برابر ۲ شود؛ ولی 


۱۸۴۲ <- ۱۸۹۶ > ۲:۱۸ ۵۲ < ۲۸ ۲۵ < ۰ 
۱/ ۴۱۳ < ۱۸۹۸۸۱ > ۲:۱۸ ۴۲۲ < ۲۸ ۰۷۶۴ < ۰ 
۱۸ ۴۱۴۲ - ۱۸۹۹۹۳۹۶ > ۲:۱۸ ۴۱۵۲ - ۲۸۰۰۲۲۲۵ < ۲ 


و هرچه کار را ادامه دهیم به عددی دهدهی نمی‌رسیم که» مجذور آن؛ برابر 
۲ باشد. [البته» هواداران فیثاغورث و دیگر ریاضی‌دانان یونانی» عددهای 
دهدهی را نمی‌شناختند ؛ آن‌ها تنها با کسرها؛ یعنی نسبت عددهای طبیعی کار 
می‌کردند ؛ ولی ما برای سادگی کار از کسرهای دهدهی استفاده کردیم. ] 

این رویداد» برای فلسفة فیثاغورث» مسالة زندگی و مرگ بود: وقتی 
نتوان» یک باره‌خط راست ساده را» با عدد بیان کرد» جگونه می‌توان ادعا کرد؛ 
اندوه و ترس و شادی و دلیری با عدد قابل توضیحاند. 

انجمن‌های هوادار فلسفةٌ فیثاغورث انجمن‌هایی پنهانی بودند؛ آن‌ها بین 
خود؛ پدیده‌ها را به دوگونه بخش کردند. اول آن‌ها که با عدد (یعنی نسبت 
دو عدد طبیعی) قابل بیان هستند؛ اين بدیده‌ها را گویا (یا مُنطق) نامیدند. 
دوم آن‌هایی که با عدد غیرقابل بیان هستند که نام گنگ (یا اصم) را به آن‌ها 
دادند. بنابراین 

طول فطر مربع به ضلع واحد» گنگ است» یعنی (به اعتقاد هواداران 
فیثاغورث)» به‌کمک عدد (يا دقیق‌تر» نسبت دوعدد درست) قابل‌بیان نیست. 

هواداران فیثاغورث از هندسه هم برای نجات فلسفهٌ خود یاری گرفتند» 
ولی در آن‌جا هم به نتیجه‌ای نرسیدند: اگر طول ضلم مربعی را واحد فرض 


۱۷ 


کنیم» نمی‌توان طول قطر این مربع را (به‌کمک طول ضلع آن) اندازه گرفت. 
خواندند. ۱ 

هواداران فیثاغورث این راز را از دیگران پنهان می‌کردند» ولی سرانجام» 
مثل هر مورد مشابه خود» اين راز هم از پرده بیرون افتاد و» باوجودی که 
فاش‌کننده آن را کشتند (در آب غرق کردند)» فلسفةٌ ذهنی و غیرواقعی آن‌ها؛ 
نتوانست جان سالم به‌در برد. 
و سس » دز بین ریاضی‌دانان ایرانی ) موردیحت ببو ت و سرانجام همین‌ها؛ 
یعنی ریاضی‌دانان ایرانی» مثل کرجی و خیام و توسی و جمشید کاشانی 
تاحد زیادی آن را حل کردند. 


۳8 . عددهای گیگ 
می‌دانيم» نسبت دو عدد درست» همیشه فابل‌تبدیل به کسر دهدهی است؛ 
البته: این کسر دهدهی ممکن است تحقیقی یا دوره‌ای (ساده یا مرکب) باشد. 
ولی می‌نوان کسر دهدهی را طوری نوشت که نه تحقیقی باشد. نه دوره‌ای. 
مثلا کسر دهدهی را به‌این‌ترتیب می‌سازيم که بعد از ممیز» پشت‌سرهم 
عددهای فرد نوشته شده‌باشد : 


۸۰ ۲ ره 


این کسر دهدهی بی‌بایان است و می‌توان ثابت کرد که» دور گردشی ندارد. 
بنابراین» نمی‌توان آن را به‌صورت کسر متعارفی» بعنی نسبت دو عدد درست؛ 
درآورد. جنین عددی را کنگ گویند. 

هر عددی که قابل‌تبدیل به نسبت دو عدد درست نباشدء عددی گنگ 


۱۴۸ 


طول قطر مربعی که طول ضلع آن» برابر ۱ باشد براپر است با ۷/۲ و 
7 عددی اسنت: گنک 

اگر » عددی درست باشد؛ درضمن مجذور یک عدد درست نباشد؛ 
آن‌وفت عدد ۰/۵ علدی: گنگ: است: 

به‌عنوان نمونه» ثابت می‌کنيم ۰/۷ عددی گنگ است؛ یعنی به‌فرض 


+ ( ۲ 1 . 
درست بودل دو عدد 1۲۲ و ۰11 نمی‌توان 7/۷ را به‌صورت نسست ۹ نوشت : 


از برهان خلف استفاده می‌کنيم؛ یعنی فرض می‌کنيم؛ عدد ۷/۷ را بتوان 


کشاند. 


را کسری ساده‌نشدنی فرض می‌کنيم» یعنی 7 و 1 نسبت به‌هم» 


اول‌اند. بزرگترین بخشیاب مشترک دو عدد 7 و 1 برابر است با واحد (دو 
عدد 7 و 7 با هی جز واحد بر هیچ عدد دیگری» بخش‌پذیر نیستند). 
اکنون فرض می‌کنيم ۷/۷ عدد گویا باشد و داشته‌باشیم : 


۲ 
117 11 
11 11 


از اين‌جا به‌دست می‌آید : 


(*) ۳ - آ ۱ 


متا واسنت برابری بر ۷ بخش‌بذیر انیتتته پس بایل ۳/۹ یعنتی 1۱۲ هم بر ۷ 
بخش‌پذیر باشد و داشته‌باشیم : :۸ << 777( ع ۸). به‌جای ۱۲ در برابری 
(*) می‌گذاريم : 


۳ سس ۷ سح کر ۴۹۲ 
و از این برابری» باید نتجه گرفت» عدد 7 بر ۷ بخش‌پذیر است. 


۱۳۹ 


و 1 را نسبت به‌هم اول گرفته‌بوديم؛ ولی اگر ۷/۷ را برابر ِ بگیریم؛ 
به‌این نتیجه می‌رسیم که هر دو عدد 17 و ۰1 بر ۷ بخش‌پذیر هستند. این 
نتیجه» فرض ما را نقض می‌کند» ان دروافع» فرض ما نادرست بوده‌است و 
نمی‌توان ۷/۷ را به‌صورت کسر ۳ نوشت: : ۷ یک عدد گنگ است. 

تعداد عددهای گنگ؛ 9 است؛ از این جالب‌تر» بین هر دو عدد 
گویا» پایین هر دو عدد گنگ. با بين یک عدد گویا و یک عدد گنگ؛ 
بی‌نهایت عدد گنگ وجود دارد. 

مجموعهٌ همه عددهای گویا و گنگ را؛ مجموعة عددهای حقیقی گویند. 

می‌دانید برای محاسبه محیط یا مساحت دایره» از عدد 7 (بی) استفاده 
می‌کنيم و آن را به‌تقریب براپر ۱۴ ۳۸ می‌گیریم. ولی ‏ عددی گنگ است و 
در نمایش دهدهی آن» هرقدر جلو برویم» به پایان نمی‌رسد؛ هیچ‌گونه نظمی 
در رقم‌های دهدهی این عدد وجود ندارد و قابل‌تبدیل به نسبت دو عدد درست 
نیست» پس ۰7 و همچنین مضرب‌های درست آن عددهایی گنگ هستند. 
در این‌جاء مقدار 7 و نتيجة برخی عمل‌های با آن را تا ۵ رقم بعد از ممیز 
داده‌ایم. 


7 
از ۵ ان ۲ ۲۰ ۳۸ << 7 


۱ ۱ 
- 7۳۱۸۳۱ 7 ۸ 


7 

۱۸,۵ 2 ۰:۱۵ ۹۸۸۶۹۶ < ۲۲ 
جسمی که از یک بلندی به‌طرف زمین رها شود (به شرطی‌که از نیروی مقاومت 
هوا صرف‌نظر کنیم) ؛ ضمن سقوط خود شتاب فی‌گیزدء به‌این ترئیب که به 


تقریب» در ثانيهُ اول ۵ متر» در ثائیة دوم ۱۵ متر» در ثائیة سوم ۲۵ متر» در 
انیة چهارم ۳۵ متر و ... حرکت می‌کند؛ یعنی در هر ثأنیه» به تقریب ۱5 


۱ ۵ 


متر بیشتر از انية فبل. اين »۱ متر را «شتاب ثقل» زمین می‌نامند و آن را با 
مقدار واتعی 9 در نقطه‌های مختلف زمین فرق می‌کند و درهرحال؛ 


عرض ۴۵ تا ۵۰ درجه جغرافیایی است؛ داده شده‌است : 


ات "9 7۰ << ۵ 
:5-۳۸۷۱ :۰۸۱۰۱۹ 7 
۵ 2 ۳۷/۲ :۹۸۸۳۹۸ < 7/7 


هر چه در ریاضیات جلوتر بروید» با عددهای گنگ بیشتری سروکار پیدا 
می‌کنید. 


۶8 بیدا کردن پاره‌عط‌های راست 
با طولی برابر عدد ۱/1۶ 
هر عدد دلخواه گنگ را نمی‌توان؛ به‌کمک خط کش و پرگار» روی یک پاره‌خط 
راست نشان داد. مثلاً 7 یکی از این عددهاست. پیدا کردن باره‌خط راستی 
به‌طول برابر ۰7 از همان دوران یونان باستان مطرح پوده‌است و بسیاری از 
ریاضی‌دانان تلاش کرده‌اند» این مساله را» به‌کمک خط کش و برگار حل کنند 
تا این‌که سرانجام؛ در سده‌های اخیر ثابت شد» جنین رسمی ممکن نیست. 
البته» اگر خود را به خط‌کش و پرگار محدود نکنیم می‌توان راه‌حل‌هایی برای 
این مساله بیدا کرد. 

یا مقوا استوانه‌ای بسازید که قطر قاعده آن برابر واحد باشد. ارتفاع 
استوانه را به دلخواه خود» و مثلاً برابر ۲ بگیرید. اکنون؛ اگر سطح جانبی 
استوانه را رنگی کنید و تا رنگ: آن خشک نشده» درست یک دور کامل» 
روی صفحه سفید کاغذ بغلطانید. اثر رنگ» مستطیلی را روی کاغذ سفید 


۱۱ 


ایجاد می‌کند که یک بُعد آن. برابر ۲ (همان ارتفاع استوانه) و بُحد دیگرش 
پرابر 7 است» زیرا این بعد» برابر با محیط فاعده استوانه» یعنی 7 است. 

ولی» اگر 7 عددی طبیعی باشد» ۷/7 را به‌کمک خطکش و پرگار؛ 
می‌توان سیاخت. 

دیدیم» ۳21 برابر است با طول قطر مربع به ضلع (. اکثوی» اگو 
مستطیلی به‌طول برابر ۷/۲ و عرض برابر ۱ رسم کنیم» طول قطر آن برابر 
۳ می‌شود (بگویید چرا؟). 

ظوّل قطر مستطیلی با بُعدهای پرابر ۷/۳ و ۰۱ برابر ۰۷/۴ یعنی ۲ 
می‌شود. 

مستطیل با بُعدهای ۲ و ۰۱ قطری به‌اندازةُ ۷۵ و مستطیل با بُعدهای 
۹ و ۰۱ قطری به‌ندازة ۷/۴ درد و غیر 

اکنون روشن است. برای ساختن عدد گنگی مثل ۰/۲ - ۰/۵ کافی 
است؛ باره‌خط راست به‌طول ۷ را از باره خط راست به‌طول ۷۵ جدا کنیم؛ 
بقب باره‌خط راست برابر ۰/۲ - ۷/۵ خواهد بود. 
یادداشت. ۰۱ مجموعة عددهای حقیقی» نسبت به عمل‌های جمع؛ 
تفریق» ضرب؛ تقسیم و توان» مجموعه‌ای بسته است» ولی نسبت به عمل 
ريشه گرفتن؛ بسته نیست. به‌این ترتیب» مجموع. تفاضل» حاصل‌ضرب؛ 
نجارج قسیمت دو عدد حقیقی» بازهم عددی حقیقی است. همچنین با به‌توان 
رساندن یک عدد حقیقی» درنتیجه عمل» عددی, حقیقی به‌دست می‌آید. ولی 
در ريشه عددهای حقیقی» وضع فرق می‌کند. مثلاً ۲- عددی حقیفی است. 
درحالیکه ۴ عددی حقیقی نیست؛ یعنی نمی‌توان عددی حقیقی بیدا 
کرد که ضمن ضرب در خودش؛ برابر ۲- شود. 

۱ یادداشت ۲. مجموعه عددهای حقیقی» محور عددی را بر می‌کنند» 

پمنی»اگر رو یک خط راست» نقطه‌ای را بمهنوان مپداء نما عدد صفر) 


و پاره‌خط, راستی را به‌عنوان واحد و جهتی‌را پرای عددهای مثبت (و درنتیجه 


۱4 


جهت عکس آن را برای عددهای منفی) انتخاب کنیم» آن‌وقت» مجموعه 
نقطه‌های این محور عددی با مجموعهٌ عددهای حقیقی در تناظر یک‌به‌یک 
خواهندبود» یعنی هر نقطهٌ وافع بر محور عددی نمایند؛ یک (وتنها یک) 
عدد حقیقی است و. برعکس»هر عدد حقیقی؛ متناظر با یک نقطه (وتنها 
یک نقطه) از محور عددی است. ۱ 

مجموعهٌ عددهای حقیقی را با 1٩‏ نشان می‌دهند. 

« یادداشت ۳. عددهای گنگ هم به‌نوبةٌ خود. به دو گروه تقسیم 
می‌شوند : عددهای جبری و عددهای غیرجبری. 

عددهای جبری. آن‌هایی هستند که می‌توانند ريشه معادله‌ای با ضریب‌های 
درست باسند مثلاً ۱/۲ عددی جبری است» زیرا یکی از ریشهای معادله 
۵ سح ۲ - 2 است. همچین ۰/۳+ ۰۲ عددی جبری است؛ زیرا در معادله 
ه < ۱ + ۴۵ - 27 صدق می‌کند. روشن است که با اين تعریف» همه 
عددهای گویا» عددهای جبری هستند. 

عدد غیر جبری؛ عددی است که نتواند ريشه معادله‌ای با ضریب‌های درست 
باشد. مثلگ عددهای ۰7 ۰0 ِ و ۰/0 عددهای غیر جبری‌اند. 

باتوجه به این یادداشت. می‌توان مجموعةٌ عددهای حقیقی را؛ اجتماع 
دو مجموعه دانست. مجموعه عددهای جبری و مجموعه عددهای غیرجبری. 


ِ. قدرمطلق 

خسرو ۵۰۰ ریال موجودی و جواد ۵۰۰ ریال فرض دارد. در این‌جا هم 

برای خسرو و هم برای جواد از عدد ۵۰۰ استفاده کرده‌ايم؛ درحالی که اولی 

با دومی فرق دارد. درواقم» خسرو ۵۰۰+ ریال و جواد ۵۰۰- ریال دارد. 
وقتی تنها خود عدد را به‌کار بریم و به علامت آن (یعنی مثبت یا منفی 

بودن آن) توجهی نداشته‌باشيم» گویيم با قدرمطلق عدد سروکار داریم. برای 

نشان دادن قدرمطلق» دو پاره‌حط راست کوتاه و موازی در دوطرف عدد فرار 


۱۳ 


می‌دهیم. بنابراین 


۰ < [۵۰۰ - | و ۵۰۰ < |۵۰ + ] 


به‌زبان ساده‌تر» می‌توان گفت: منظور از قدرمطلق یک عدد. مقدار 
عددی آن» با علامت مثبت است؛ چراکه می‌دانيم ۵۰۰ یعنی ۵۰۰+-. 

مثال ۱. قدرمطلق عددهای ۰۷/۳ - ۲ و ۱-۰/۳ جقدر است؟ 

حل. ۲ از ۷۳ بزرگتر و بنابراین ۰/۳ - ۲ عددی مثبت است» پس 


۳ - ۲ - |۷۳ - ۱۲ 
ولی ۱ از ۷۳ کوچکتر و ۱/۳ - ۱ مفی است و متا آن را ‌صورت 
(۱ - ۷۳)- 
نوشت؛ بنابراین 
۶۷۳-۲ ۱(۱- ۷۳) - | ۰۷/۳۱ - ۱۱ 


مثال ۰۲ قدرمطلق عدد حقیقی 4 جقدر است؟ 
حل. در مثال ۱ دیدیم. اگر عددی مثبت باشد. قدرمطلق آن با خودش 
برابر می‌شود. ولی اگر عددی منفی باشد قدرمطلق آن» برابر با فرينة آن عدد 


‌ 


می‌سود : 

اگر » < ». آنوقت ۵ < |۵ا؛ 

اگر » > ». آنوقت 6- < |6]. 

روشن‌است. اگر » < ». آذوفت می‌توان |»| را برابر » يا »- نوشت 
(زیرا » با »- فرقی ندارد)؛ ولی معمول شده‌است که در حالت صفر بودن 
» هم قدرمطلق » را برابر 4 می‌نویسند. 


۱۵ 


تمامی حل را می‌توان بایک برابری نشان داد. 


(ه < ۵) . »6 
( > 06) 6 1 - | 
یادداشت مهم. مواظب باشد. در جبر مقدماتی؛ ۷۴ با جذر ۴ فرق 
دارد: جذر عدد ۰۴ می‌تواند ۲+ باشد یا ۲-؛ ولی ۷/۴ همیشه برابر است 
با ۰۲ یعنی فدرمطلق ۲+ و ۲-. به‌این ترتیب» همیشه باید نوشت: 


اه| < ۷/۵۲ 
مثال ۳. حاصل ۷/۱۰(۲ - ۳)/ را پیدا کنید. 
حل. داریم : 
۱۳-۷۱۰۱ - ۷/۱۰(۲ - ۳) 


۰ - ۳ عددی منفی است (۳ از ۷/۱۰ کوچکتر است)» پس 
مگ ی ۳ بیس ] س [ .۳۴| 


تمرینها 
۹ از مجمروعه‌های آ (عددهای طبیعی)» 2 (عددهای درست)؛ 
(عددهای گریا) و 1۳ (عددهای حقیقی)» کدام» زیرمجموعه کدام است؟ 
۰. از اين عددها کدام گویا و کدام گنگ است؟ 


7 (۳ ۷ (۲۳ :۱ ۷/۳ (۱ 
گیگ" (۵ 9۷۲-۷۲ 
/_ ۷ :۶ ۳۶ (۶ 


۱ ۵ ۵ 


۱ ده عدد گویا بیدا کنید که از ۴ ۲۸ بزرگتر از 7 کوچکتر باشند. 
۲ یک عدد گنگ پیدا کنید که بین ۴۱۴ /۱ و ۷/۲ باشد. 

۳ . به این پرسش‌ها؛ پاسخ دهید : 

۱( از دو کسر متعارفی که مخرج‌های برابر دارند؛ کدام بزرگتر است؟ 
۲) اژ دو کسر با صورت‌های برابره کدام بززگتر است؟ 

۳ از دو عدد مثبت. کدام بزرگتر اسنت؟ 

۲( از دو عدد منفی» کدام پژرگتر اضبیت؟ 

۲۴ 4 عددی است حقیقی. » بزرگتر است یا ۵ - ٩۱‏ 

۵ 0 + |»| بزرگتر است يا |0 + ۲۱6 

۶ | - |۵| بزرگتر است یا ا9 - ٩۱»‏ 

۷ آیا این برابری‌ها درست‌اند؟ چرا؟ 

۳( ناس الا اس( 

۷۱ 

۸ حاصل این عبارت‌ها را پیدا کنید  :‏ 


۱( | - ۳۱+ |+ ۵| - | - ۱ 

۲( | -:/۸۲| + ۱۱۰ - ۰۷۸۲| 

۳( ۲۰/۶ - ۵| - |۶ - ۴ 

۹ مثلث قائم‌الزاوی‌ای رسم کنید که ضل‌های پهلوی زاوية قائمه 
درآن» عددهایی گویا و وتر آن برابر باشد با " 


۱( ۷/۵: (۷/۱۳: ۳( ۷ 
۴( ۲۷/۱۲۰: ۵( ۲۷/۵: ۶( ۷ 


+ جرا این عدده‌ی کنگ. عددهای جبری‌اند؟ 


۱۳/۷ / 2 ۳۳۷ 
۴( ٩/۳ - ۰: ۵( ۷۷ + ۲ ۱ 


۱۵۶ 


شثابت کنید اگر طول ضلع‌های یک مثلث فائم‌الزاویه» عددهایی 
درست باسند (مثلث فیناغوری) » از این عددها همیشه ) دست‌ کم کی ۳ 
۲ دیگری بر ۳ و سومی بر ۵ بخش‌پذیر است. 

۲ حاصل هریک از این عبارت‌ها را بیدا کنید : 


۳۹ 
| ع چ ۳۱ ۱۳-۹ ار (۱ 
2 2 


ا۵ - «| + |ه| ٩(‏ 


۳ را بیدا کنید» به‌شرطی‌که داشته‌باسيم : 


 ۲( |» - ۱[‏ 2-۲ || - 5( 
تست 3 * چم سس ۱ 
2۱ مت (۴ :۰ < ۳۱2۱+ ۲۸| (۳ 


۱۵۷ 


۷ حمله و چند جمله‌ای 


5 ورود به مطلب 
به این ۳ مساله توجه کنید: 
| مسالهٌ ۱۲۰۱ سیب را بین دونفر طوری تقسیم کنید که» یکی از آن‌ها؛ 
دوبرابر دیگری داشته باشد. 

مسالة ۰.۲ عدد ۱۲ را به‌نسبت ۱ : ۲ تقسیم کنید. 

مساله ۳. عدد ۵ را به‌نسبت 1 : 17 تقسیم کنید. 

در مسالهٌ اول صحبت پرسر میوٌ سیب است» درحالی‌که در مسألهٌ دوم؛ 
به هیچ چیز مشخصی توجه ندارد. دو مساله» یکی است. ولی اولی یک مساله 
مشخص است که درعمل و زندگی» با آن روبه‌رو می‌شویم؛ ولی مسلله 
دوم» کلی‌تر است و؛ به‌جای سیب فقط از عدد صحبت کرده‌است. 

فرق ۱۳۶ سیب» با «۱۳ در اين است که اولی تنها به «سیب» مربوط 
می‌شود. درحالی‌که «عدد ۱۳ را می‌توان برای هر جیزی به‌کار برد. 

این جدایی از «سیب» و «پول» و «مداد» و غیره را» در ریاضیات» «انتزاع» 
گویند. وفتی مساله‌ای را که دربارة «سیب‌ها» است؛ حل می‌کنيم؛ یک مساله 
مربوط به چیزی خاص (یعنی سیب) است» ولی وقتی مساله را دربارة عدد 
۲ حل می‌کنيم دیگر به چیز خاصی وابسته نیست : ۱۲ می‌تواند» ۱۲ سیب 
باشد یا ۱۲ دفترچه یا ۱۲ گوسنفند. و انتزاع»» یعنی جدا شدن از چیزهای 

در طول زندگی نسل‌های انسان‌های نخستین» هزاران سال گذشت. تا 
من تجربه دریافتند» در ۱۴ است و ۱۲ مرد و ۱۳ درخت؛ چیز مشترکی 
وجود دارد که همان«عدد ۰۱۲ است. بیدایش عددها بدون وابستگی آن‌ها به 


بمیزی يا موجودی» نخستین «انتزاع» در ریاضیات بود. 


۱۵۸ 


در مساله ۰۲ «انتزاع» در مرحله بالاتری انجام شده‌است. به‌جای «عدد 


۲ ع«عدد 6 و به‌جای نسبت ۱ : ۰۲ نسبت ۶ : 77 آمده‌است. مساله 


دیگری را» که به‌جای » و 77 و ۰ عدد گذاشته‌باشند» می‌توانيم حل کنیم. 
اگر بخش‌های عدد ۵ را 2 و ل بنامیم» جواب مسالهٌ ۰۳ چنین است : 


1۳1/ ۱4 
و‎  < 


(۱) 


سس ی ۷ 
7 ۳ 1۲1 


11 + 1 

برابری‌های (۰)۱ دستورها یا فرمول‌هایی هستند که به‌کمک آن‌ها» می‌توان 

مثلاً؛ جواب مسال؛ ۲ را نوشت. در مسالة ۲ داریم ۱۳۲ < 4 ۲ < 77 و 
۱ < 1 پس 

۴ 3 ۱ ۲ « ۲ 
1 5 1:2 و << ۲۹ 1 
درواقع» در مرحلٌ دوم انتزاع» به‌جای عددهای مشخص با «حرف‌ها؛ 
(4 و 71 و 7 و 3 و ) سروکار داشتیم. و اين» یعنی» تبدیل «حساب» به 


(جبر ۰۷ 


" 


واره «جبر» از نام کتاب خوارزمی به‌نام «الجبروالمقابله» گرفته شده‌است. 
خوارزمی که در زمان مأمون خلیفه عباسی می‌زیست؛ نخستین کسی است که 
کتاب مستقلی‌دربارة «جبر» نوشت. این ریاضی‌دان و اخترشناس ایرانی؛ کتاب 
خود را به این فصد نوشت که راه‌حل معادله‌های درجه اول و درجه دوم را 
بشان دهد. 

دروافع «جبر مقدماتی» یا «جبر دبیرستانی»» در اساس به‌معنی حل 
معادله‌هاست و همه بحث‌های جانبی دیگر آن؛ به‌منظور آماده کردن زمینه‌های 
لازم» برای حل معادله است. 


۱۵۹ 


خود نام کتاب خوارزمی» یعنی «جبر و مقابله»» گواهی برهمین مطلب 
است. او؛ «چبر» را به‌معنای «چیران کردن» می‌گرفت وه به‌زبان ریاضیات 
امروزی» به‌مفهوم انتقال جملهٌ منفی از یک طرف برابری» به‌طرف دیگر است» 
میج میطی #رمرجب عبت شدن علامت جنله می‌شرد. غوارزیی: سقابله 
(رمقابل هم قرار دادن) را به‌معنای حذف جمله‌های براب» در دوطرف معادله 
می‌دانست. 

البته. خوارزمی و ریاضی‌دانان ایرنی بعد از او (که دانش جبر را تکامل 
دادند)» مثل کرجی» خیام و جمشید کاشانی» از «حرف» و «علامت» برای 
نوشتن دستورها و فرمول‌ها استفاده نمی‌کردند و همه چیز را؛ با بیان و گفتار 
و بدون هیچ نمادی ‏ توضیح می‌دادند. مثلاً» نماد برابری» یعنی ۷<۱: در 
سدة شانزدهم میلادی و به‌وسیلهٌ روبرت رکررد» ریاضی‌دان و پزشک انگلیسی 
(۱۵۵۸-۱۵۱۰) وارد ریاضیات شد. باوجود اين» مدتی طول کشید تا این 
نماد عمومی شند. لا رنه دکارت» ریاضی‌دان و فیلسوف بزرگ فرانسوی 
(۱1۶۵۰-۱۵۹۶مبلادی) که نزدیک به یک سده. بعد از ارکورد» می‌زیست» 
برای برابری» از نماد «سع» استفاده می‌کرد (در کتاب معروف خرد؛ به‌نام 
«هندسه»). خود «رکورد»» دلیل انتخاب این نماد را برای برابری» این‌طور 
توضیح می‌دهد : اهیچ دو چیزی؛ نمی‌توانند بهتر از دو باره‌حط راست؛ باهم 

نمادهای ساده‌ای که برای جمع «+) یا تفربق «-<» به‌کار می‌بريم» پرای 
نخستین بار ) در سال ۱۴۸۲ مبلادی» در کتابت احسات؛ اولبریخت واگثر و 
سیس؛ در کتاب «رساله‌ای دربارهٌ حساب» اثر یرهان ویدمال به‌کار برده شد 
(اين دو ریاضی‌دان» آلمانی بودند و کتاب‌های آن‌ها در لایپزیک چاپ شد). 

به‌کار بردن «حرف‌های الفبای لاتینی»؛ برای مجهول و هم‌ضریب‌های 
عددی» برای نخستین بار به‌وسیلة فرانسواویت (۱۶۰۳-۱۵۴۰ میلادی) 


معمول شد و دکارت هم که پس از او می‌زیست» همین روش را پذیرفت 


و۱۶ 


و حرف‌های نخست الفبا» یعنی ۰0 ۰0 ۰6 ... را برای مقدارهای معلوم و 
حرف‌های آخر الفبا؛ یعنی 2 و لا و ۰۰۰۰2 رابرای‌مقدارهای مجهول به‌کاربرد. 

بنابراین» منهوم‌هایی از «جبره مثل «جمله»» «ضریب»؛ «چندجمله‌ای» و 
غیرآن؛ در وشته‌های ریاضی‌دانان ایرانی وجود ندارد. با وجوداین» خوارزمی» 
گونه‌های مختلف معادلهٌ درجه دوم راء با همان روش امروزی (ولی با بیان 
و توضیح و نه با فرمول) حل می‌کرد. البته» خوارزمی؛ برای ضریب‌ها» از 
عددهای درست و مثبت استفاده می‌کرد و به ريشه منفی معادله هم توجهی 
نداشت. در کتاب خوارزمی» برای حل معادله‌ها» به‌جز روش جبری» اغلب 
از روش‌های هندسی هم استفاده شده‌است. خیام؛ به‌جز معادله‌های درجه 
دوم به گونه‌های مختلف معادله درجه سوم هم برداخته است؛ ولی بیشتر به 


5 حمله 
۰-۳۷ ۴۷۲ و ۸2 («؛ عددی درست و مثبت یا صفر) ؛ هرکدام؛ 
یک جمله را معرفی می‌کنند و؛ به‌همین مناسبت؛ در جبر؛ به آن‌ها یک‌جمله‌ای 
يا جمله گویند. 

در 9 اگر ۸ شد‌دیی منفی با کسری باشد» آن‌وقت به‌طور معمول ند 
0 ۱ ۱ ۳ ۱ 
آن حمله لیکو یتان, به‌این ترتیب ‏ سس " ۷/2 و 93 جمله نستند. 

بنابراین ) حمله ) یعنی عبارنی که درآن» برای حرف‌ها؛ تنها نماد ضرب 
و توان طبیعی وجود داشته‌باشد. به‌این معناه ۲ و ۵ و بش حمله با 
یک‌جمله‌ای هستند» زیرا برای حرف‌ها؛ عمل جمم ؛ تقریق» تقسیم و غیره 
وجود ندارد. 

در 0۳ (۷ ع 7یا ه < ۰07 را ضریب عددی و 1 را درجه جمله 


۱۶ 


۵ 
پادداشت. کاهی» یک‌جمله‌ای را تنها با این شرط تعریف می‌کنند که 


تن ۲ 
باشد. به‌همین مناسبت ره یا 1/۵ یا ِِ یک‌جمله‌ای هستند. 


درآن؛ عمل جمع و تفریق وجود نداشته‌باشد. مثلا بت (٩‏ راهم 
یک جمله‌ای می‌دانند؛ ولی منطقی‌تر این است که ولو با قبول این تعریف 
بگوییم : 1 و سب نسبت به 42 جمله‌ای کسری» ۲2 ۷ نسبت به 3) 
جمله‌ای گنگ و جل نسبت به ۰2 کسری و گنگ است. در این کتاب 
اغلب» این‌گونه عبارت‌ها را یک‌جمله‌ای نمی‌نامیم. به این نکته هم توجه 
کنیم : رد سبت به ۰2 یک جمله‌ای» ولی نسبت به ۰6 کسری است. 


(ً 


: ۷ 8 ‌ ۳۹۱ ۴۳ ۵ 
اگر مجهول (یا متخیر) ر 1 بدانیم و 0 نمایندة علدد نابتی باشد ) 


یک‌جمله‌ای است که درآن؛ 2 ضریب عددی جمله و ۴ درجه جمله است. 

جمله‌ای که شامل چند متغیر است. دیدیم که مثلاً "6:۳۷ هم (7 و 
7 عددهایی طیعی يا صفر و » عددی حقیقی) ؛ یک‌جمله‌ای است. در این 
جمله» » ضریب عددی و 2 و ۰۷ متغیرهای جمله‌اند؛ مگر این‌که به‌دلیلی » 
تاکید شده‌باشد تنها نسبت به متغیر ۷. دراین‌صورت (یعنی وقتی که متغیر 
نباشد) 63۳ ضریب عددی و 7 درجه جمله (نسبت به متغیر 1) می‌شود. 


در همین جمله» اگر متغیر را بدانیم» آن‌وقت سبت به متغیر ۰4 01/۳۴ 
ضریب عددی و 7 درجه جمله است. 


ولی اگر هردو مجهول 7 و 7 را متغیر بدانیم» آنوفت؛ » ضریب عددی 
۷ و 7 + 777 درجه آن است : 


برای پیدا کردن درجه یک‌جمله‌ای؛ پاید نماهای متغیرها را باهم جمم کرد 
1 8 ۱ 3 ۷/۵ 
جملهٌ ۰۲:۷۲ نست به متغیرهای 2 و #1 از درجةه ۳ و جمله ۵ سس 


یت مایم و و ان زد مرا سح 


۱۶۲ 


توجه کنید: جملهُ ۵2۳2۲ نسبت به 2» از درجه سوم؛ نسبت به 
۷ از درجهٌ چهارم؛ نسبت به ۰2 از درجه هفتم ؛؟ نسبت به 2 و ۰9 از درجه 
هفتم؛ نسبت به 2 و 2 از درجة دهم ؛ نسبت به 1 و 2 از درجه یازدهم و 
سرانجام» نسبت به 2 و [ و 2 از درجه چهاردهم است. 

جملههای متشابه. دو جمله اگر تنها در ضریب عددی خود؛ اختلاف 
داشته‌باشند متشابه نامیده می‌سوند. 


۸۲ و و ۰21/۵ سه‌جملة متشابه‌اند. همچنین با فا /۳31۷ 


با ۷۷ و ۴۵۲ با و متشابه‌اند. 

دو جملهٌ ۴۵۳0 و »۰۵ نسبت به دو متغیر 6 و ۰0 متشابه نیستند؛ 
ولی نسبت به متغیر » متشایه‌اند (که دراین صورت» ضریب عددی اولی برابر 
8 و ضریب عددی دومی براپر ۵۷7 می‌شود). 

برای جمع و تفریق (يا به‌زبان دیگر» برای جمع جبری) دو یا چند جمله 
متشابه» باید ضریب‌های عددی را باهم جمع یا از هم کم کرد و نتیجه را 
ضریب متغیر فرار داد : 


۷۵۱ << (۴ + ۳) < ۴6 + ۳۸ 
با ۷ ۱ ۲ ۲ 
کف سح ۱۱5 سپ 2 س- 2 ۳ 13 


۱۳۳1 4 ۲۵ ) ۲۸۸ :(۳ +4 -۱) < ۳۸۲ + 9 ِ‌ِ 1 
۲۳ - 0+ ) < "اه - 0 + 01 
ضرب و تقسیم یک جمله‌ای‌ها. برای انجام عمل ضرب يا تقسیم؛ در 
یک‌جمله‌ای‌ها؛ ضریب‌های عددی را درهم و متغیرهای هم‌نام را در یکدیگر 
ضرب و يا برهم تقسیم می‌کنیم : 
۶ 2 ( ۲ 2( ۱ (۳ 4 ۲( تِ (۳:۲) ۹ ( ۲:۲ ) 


1 


۱-۳ 


موه 
ید ۷ 17( : 3 2( (۳ ۷ ۱۵( -_ (۳2۷۲) ۳ ( ۸ ۱۵2) 


چندجمله‌ای. خود نام چندجمله‌ای» معنای آن را روشن می‌کند : 

+ یا ۲ يا ۳۷ + ۰۵۲ دو جمله‌ای هستند؛ 

- | + ۸ یا ۱ مت وق یا -- 2 + ۷ سه‌جمله‌ای‌اند و 
۴ - ۲ 4 ۳۲ - ۲ یک چهارجمله‌ای است. اين عبارت درضمن؛ یک 
چندجمله‌ای بایک متغیر و از درجة سوم است. 

وقتی چندجمله‌ای دارای یک متغیر باشد. بزرگترین درجه» در بین 
جمله‌ها: درجه چندجمله‌ای نامیده می‌شود. عبارت 


و د ]+ ...4 ۲ "ون + 6۳ 


یک جندجمله‌ای از درجه 1۱ است. 

درجهٌ جملهٌ ۵ برابر صفر است. زیرا می‌توان آن را به‌صورت *۵ نوشت 
(۱ بت ")۱ 

دوجمله‌ای ۱ - 2:۲ از درجة دوم است ؛ 

چندجمله‌ای ۱ - ۳۸ + 2۳ - ۲2 از درجة پنجم است؛ 

جملهٌ ۲۸۲۷۲ نسبت به 2 از درجه دوم» نسبت به 2 از درجة سوم و 


نسبت به 2 و ۷ از درجة پنجم است (۵ < ۳ + ۲)؛ 


۱۶۴ 


چندجمله‌ای ۱ + 2۲ - آ + 2:7 نسبت به 2 از درجة دوم» نسبت 
به 1 از درجهٌ دوم و نسبت به 2 و ۷ از درجه سوم است. 

درجه یک جمله» نسبت به چند متغیر» برابر است با مجموع نماهای 
همه متغیرهای آن. 

وقتی چندجمله‌ای شامل یک متغیر باشد؛ به یکی از دو صورت» می‌توان 
آن را منظم کرد. مثلاً چندجمله‌ای 


2 ۱۳ 1 ۷ ی تن 7 


را می‌توان به‌صورت 


)۱( ۷ یواست ست و 
و یا به‌صورت 
)۲( فد رت وت اب وت ۳ 


نوشت. درحالت (۰)۱ چندجمله‌ای برحسب توان‌های نزولی ‏ و درحالت 
(۰)۳۲ برحسب توان‌های صعودی 1 منظم شده‌است. همیشه بهتر است؛ 
چندجمله‌ای را برحسب توان‌های نزولی 2 منظم کنیم که؛ دراین‌صورت؛ آن 
را شکل متعارف چندجمله‌ای گویند. 

مثال. چندجمله‌ای 


۳۷ بت مود ۷ بت رو "1" ست ]] :2 


را برحسب توان‌های نزولی متغیر 3 منظم کنید. 
باس 
۹ 


۸ ود و۳ - آو د ارو ون 


۱۶ ۵ 


وفتی؛ چندجمله‌ای را برحسب توان‌های نزولی (یا صعودی) یک متغیر منظم 
مي‌کنيم ) بهتر است» در هر جمله متغیر یا متغیرهای دیگر را به‌صورت ضریب 
این متفیر بنویسیم. وقتی نسبت به متغیر 2 منظم می‌کنيم باید نوشت: "12 
۳ 
ونه 1 :2-. 
تمرین‌ها 
۱/۳.: در این جندجمله‌ای‌ها؛ 7 متعیر و ۵ و او 6 عد‌دهای تابت‌اند ؛ 
آن‌ها را ساده و برحسب توان‌های نزولی 2 منظم کنید: 
۶ + ۴2:۲ ۱+ او (۲ ۰ + ۴۵ -- ۳۵ (۱ 
((۱ + ۵2) - ( - ۳2۲) + (۱+ 2۲) (۳ 


۵ . هریک از این دو عبارت را ساده کنید : 


:1 |(۳۸ - ۵) - ۸-] و۵ (ز۲- (۱ 
([[( ۳۵۵ -۱) - (۱ - ۲۵۵) - ۵6۵-] - 60) - ۴۵۲۸ (۲ 


۴۶۴ در عبارت نف ست | بل (۱ ت 3 دو جمله آخر را طوری 


وجود دارد» برابر شود. 
۷ می‌دانيم ۵۲ +۳۵4 + ۲ - ۸ و 9۲ - ۶۵0+ ۲ - ] 


حاصل این عبارت را» برحسب توان‌های نزولی »۰ منظم کنید : 
|( - ۸) - ۲۸ - ۸-113 -< "] 


۸ نایبت کنید» مجموع دو عدد فرد پشت سرهم. بر ۴ بخش‌پذیر 
۹ جای دو رقم یک عدد دورفمی را عوض و؛ سپس با عدد اصلی 
جمم کرده‌ايم. نایبت کنید) این مجمرج بر ۱۱ بخش ‌بذیر است. 


۱۶۶ 


۰ چه عددی را از » کم کنیم تا تفاضل» برابر قرینه عدد 6 شود؟ 

۱ قاتا ندة ۷ وبا آفکنی قة و جمع کرده‌ايم. مجموع 
جقدر است؟ 

۲ عدد (۵ + »0)- به‌ازای چه مقدارهایی از » و ۰0 عددی مثبت 
بی‌شود؟ به‌ازای چه مقدارهایی از 4 و ۰۵ برابر صفر است؟ 

۳ مقدار هریک از این عبارت‌های جبری را؛ به‌ازای ۲- - 2 و 
۵ << بیدا کنید : 


اس و : ارو ۳ (۲ روا ۵( - ) (۱ 
ینیبب +( - ) : ۳ 


7 ۷ 
7 سس پپازین نی وریر سوفن 
۳ - ۵ ۲ 
/ 
1 
+664 - )6 
بای ۵,»- هو - ط؛ 
۸0 


۳ 
( سا سب ل 1 ۳۱ 
111 


۳ سس رهارام ساب حت ((( هو سس << (۲ 
3 1 تن ژ‌ 


نس ۲ 
7 ۱ ۱ 21 
۱ ۲ ۲ 
۵( ۷ سب - :1 
( رب - )۲ - (ن - ۲) 


۱ ۳ ۳ 
۱ ۱ ۱ 1 
ورد بات تا ان تست نود 
7 0 ات و ۳ 


۵ حاصل را به‌دست آورید: 


به‌ازای ۵- < 7 و ۷- < (1؛ 


:(۲۸۲۷۲ 4 ۷۵) + (۲۸:۲۱/۲ - ۲۵ + ۴۵۲) + (ع + ۱۲۵۲)- (۱ 


۱۶۷ 


۲( )۵۵۵:۲ (۰-۳۵ 2۲2 (: 
۳( ۱۲2 ۱/۳2٩ : ۷2: 
«9 


سشت (۲ 
1 ۲ 


۵( ۱۰۵ 

:( 6 ۷۵۷۵۲) ۰( ۳۸۲۵۲-) (۶ 
( 2ن۳2۰-) : ( 2 ۲۴2۸) (۷ 
ز ۵۵0۵ (۸ 


٩( ۳2:۲۵ (۲ 


۶ اگر بدانیم. ۲ 27 ۶ ۰ *(2:۳) ۰ 2۳ مقدار 4 را پیدا کنید. 

۷ در جملهٌ ۰۱۳2۲۷۲2 ۱) ضریب عددی: ۲) ضریت 7۳7۳2 ؛ 
۳) ضریب ۰12 ۴) ضریب 2۳؛ ۵) ضریب ۰2 ۶) ضریب 9 چیست؟ 

عددی سه‌رقمی را دراختیار داریم. اپتدا رقم‌ها را به ردیف عکس 
نوشته و عدد سه‌رقمی حاصل را از عدد اصلی کم کرده‌ايم. سپس رقم‌های 
تفاضل را در جهت عکس نوشته و عدد حاصل را با خود تفاضل» جمع 
کرده‌ايم. مجموع اخیر» چه عددی است؟ 

۵+۶ چهار رقم برگزیده‌ايم و با آن‌ها» بزرگترین و کوچکترین عدد 
چهاررقمی را ساخته‌ايم. مجموع این دو عدد چهاررقمی؛ برابر ۱۱۲۲۰ 
شده‌است. مجموع چهار رفم نخستین را پیدا کنبد. 


عددی اول و؛ درضمن؛ بخشیابی از خود عدد باشد. 


۵ ۲ . هه عددهای سه‌رقمی را بیدا کنید که برای هرکذام» هر رقم » 


۶ ۰۱ ۲ , کدام عدد سه‌رقمی را در سمت راست عدد ۵۷۹ بنویسیم تا 
علد شش‌رقمی حاصل» بر ۵ و ۷ و ٩‏ بخش پدذیر باشد؟ 
۶ همه کسرهای ساده‌نشدنی به مخرج 1 را درنظر می‌گيريم که 


۱۶۸ 


ین در لد طبیعی اّ و ظ )0 ِ« 6( فرار دارند. اگر 1 عددی اول باشد» 
مجموع همه این کسرها را پیدا کنید. 
۱ .: کدام رفم‌های 1 و 1 در این برابری صدق می‌کنند : 


۱۶۵ 


#۸. ضرب و تفسیم در چند جمله‌ای‌ها 


58 ضرب چندجمله‌ای دریک جمله‌ای و تفسیم 
چند جمله‌ای بر یک‌جمله‌ای. 
61 پا قرب تکتجنلهای دز چسننلهای: باید آین جنله را در ریک 
از جمله‌های چندجمله‌ای ضرب و حاصل‌ضرب‌ها را باهم جمع کرد (منظور 
از جمع» جمع جبری است» یعنی با رعایت علامت‌ها). مثلا 


۵0:70 + ۱۰۵۲ + ۱۵۰ -۲ 


۲) برای تقسیم چندجمله‌ای بر یک‌جمله‌ای باید هریک از جمله‌های 


< (۷2۷) :۰ (۵20 + ۳ نت / ۰ 


> ۲۵۲ ۱۷۵ + )-۲2( ۰:۷2 + ۵2 : ۷2۷ 
/ ۳ ۳ ۳ ۵ 
۷*۷ "۷۲۷ ۷ 


روسن است؛ برای این‌که یک جندجمله‌ای» بر جمله مفروض ‏ بخش بذیر باشد ) 
باید هر جمله از چندجمله‌ای بر آن بخش‌پذیر باشد. در غیراین‌صورت 
خارج‌قسمت؛ به‌جای یک چندجمله‌ای» یک کسر جبری می‌شود. 


۱۷ 


۱) برای ضرب چندجمله‌ای در چندجمله‌ای؛ باید هریک از جمله‌های 
یکی از چندجمله‌ای‌ها را در چندجمله‌ای دیگر ضرب و» سپس» حاصل‌ضرب‌ها 
را باهم جمع کرد. مثلا 


- (" و + ون + آع)ه < (ن + وه + "ه)(ن - ۵) 
- کوج - واه - وه + واه دهع( دوه + )را 


که پاتوجه به جمله‌های متشابه» سرانجام به‌دست می‌آید : 
"و - آنه > ( لو + لت + )و - ن) 


۲) تقسیم یک چندجمله‌ای؛ بر چندجمله‌ای دیگر به معنای پیدا کردن 
چندجمله‌ای است که اگر آن را در بخش‌یاب (مقسوم‌علیه) ضرب کنیم 
بخشی (مقسوم) به‌دست آید. 

برای تقسیم چندجمله‌ای بر چندجمله‌ای باید 

0 بخشی و بخش‌یاب را برحسب توان‌های نزولی مجهول» منظم کرد ؛ 

0 نخستین جمله بخشی را بر نخستین جمله بخش‌یاب تقسیم کرد (اين؛ 
نخستین جمله خارج قسمت است) ؛ 

6 نخستین جملهٌ خارج‌قسمت را در پخش‌یاب ضرب و نتیجه ضرب 
را زیر بخشی نوشت؛ 

0 نتیجه‌ای را که زیر بخشی نوشته‌ايم» از بخشی کم می‌کنيم و تفاضل را 
نخستین باقی‌مانده (یا باقی‌ماند؛ٌ اول) می‌نامیم. اگر اين باقی‌مانده؛ برابر صفر 
شود؛ تقسیم تمام شده‌است. ولی اگر باقی‌ماندهٌ اول مخالف صفر و درجه‌ای 
بیشتر از درجة بخش‌یاب داشته‌باشد. آن‌وقت ؛ 

6 نخستین جمله باقی‌ماندهُ اول را» بر نخستین جمله بخش‌یاب تقسیم 
می‌کنيم (تا جملهٌ دوم خارج‌قسمت به‌دست آید) ؛ 


۱۷ 


باید تاجایی ادامه بیدا کند که یا باقی‌مانده‌ای برابر صفر به‌دست آید ویا؛ درجه 
بافی‌مانده» از درجه بخش‌یاب) کو چکتر شود. در حالت اول ) جندجمله‌ای 
بخشی» بر چندجمله‌ای بخش‌یاب» بخش‌پذیر است؛ ولی درحالت دوم؛ 
بخشی بر بخش‌یاب بخش‌پذیر نیست و گویند» تقسیم همراه با باقی‌مانده 
است. دز وافع ؛ درحالت اخیر ) دوباره با کسر ری سروکار داریم. 

اگر چندجمله‌ای‌ها» شامل دو یا چند متغیر باشند» آن‌وقت. باید یکی 
از متغیرها را؛ متغیر اصلی درنظر گرفت (و بهتر است» متغیری که از درجه 
بالاتری است) و بقیه را به‌عنوان ضریب به‌حساب آورد. نقسیم این گونه 
چندجمله‌ای‌ها (که ضریب‌های حرفی دارند) بر یکدیگر» طبق همان فقاعده‌ای 
انجام می‌شود که در با لا آوردیم: 

مثال ۱ نتیجه این دو تقسیم را پیدا کنید: 


(۳۵۳ - ۵۵ + ۷۵۲) : (۳۵۳ - ۱۱۵۲ + ۱۵۵۵ - ۶۵۴ + ۲۸۵۲) (۱ 
۸۵٩( ۰‏ + "وه وآهه۲ - ۷۵۵ + ۸۱۵۳ ۲۷۵:۹) (۲ 
۲۷۳۱ - آنه۵ + ۳۲-۷۰۱ : 


حل. بخشی و بخش‌یاب؛ در تقسیم اول؛ برحسب توان‌های نزولی ۰04 
و در نقسیم دوم برحسب نوان‌های نزولی ۰3 منظم شده‌اند. بقی عمل‌ها را 
طبق قاعده ) انجام می‌دهیم. 


| ۲- ۵۵۲ + ۱۷۵۲ ۳۵۲ - ۱۱۵۴ + ۱۵0۵ - ۶۵۴۶ + ۲۸۵۲ (۱ 
و۵ + ۲۵ ۴ ۲ ۵ 1+ ")۲۰ سب ۲ << 
۳ ۱۱/۲ 4 ۵ ست گز)۴ ۱ 
۵۲ + ۱۰۵۵ 4 4۱۴۵۴ 
۲ - ۵0۲ + ۷ 
۲ 1 ۵0۲ -< 7۷۵ 


0 


۱۷ 


این نتیجه را؛ به یکی از دو صورت زیر» می‌توان نوشت : 
۳۵ - ۱۱ ۳ و۵ - ۶ + ۲۸۲ 


 )۷۵؟‎ + ۵۵ -۳۵۲()۴۵۲ - ۲۵۲ + ۵(( 


". ۵ ۱۱۵ ۱۵۵ ود ۲۸۵۲ 
سب وق تنل ۲ فزنا 


+ روم 4 ۸ سس یه ۲۰ ب ۷۵ ‌ِ بو ۲ ۱۵ ۸ ایو ۲۷ 


۲ ت‌ 1 سل ۷ ب ۳ 


۴1 مت و تج ۴ یو ۱ 
ال "و ۲۵ 7۳ ره ۶۳ - ار ب ۲ج 


که + یرجه - ۲2۲ - ارو آبد۳۰ + و ۱۸۵۲ 
"۱۲2 ۲ ۱ ۲۰۸۲ آن ۲۲2۲ چ و ۱۸2۲ 


کید چ آیرده ۲‏ ی آعه۲ + آ ۱۲2۲ 


که به یکی از این دو صورت. نوشته می‌شود : 
_ ۸ ساب ۸2 مس ۳۰۷ ست ۷۵2 4 ۸۰۱2 و ۲۱۷ 


(۲۷۲ - ۶۵۷ - ۲(۳()۹۵۲ - رد۵ + و۷۵- ۳۲) - 
۸ هر هه۲ - ۷۵2 + ۲۷۵۵-۸۱۵ 
۲۷ ۵0 ِ- ۷ جند ۲و 


_- ٩۲ ۲ م26‎ ۴1/ 


مثال ۲ . انجام عمل تقسیم در هریک از سه نمونه زیر؛ به چه نتیجه‌هایی 
می‌رسد؟ 
((2 + ۷ +4 2) : (۳22 - 2+ ند ه) (۱ 
 ۱( : )۲۵ - ۱(‏ و۷ - ۳2۵ ۳۹2( (۲ 
(2 - رزه) : ( ۶+ و یه) (۳ 
خلْ.. آ) ابتفا بای یخی و بشت‌باب را بزحسب تزان‌های: نزولی. نگی 


۱۳۳ 


از متغیرها» و مثلاً 2) منظم کنیم : 
( "2 + ن) + وون۲ - "وه + اد د بخشی 
(2 + ن) +2 < بخشیاب 
در بخشی» جملهٌ "2. را» برای ردیف بودن توان‌های 2 و بیش‌گیری از 
اشتباه» اضافه کردیم. البته» وارد نکردن این جمله هم مشکلی ایجاد نمی‌کرد. 


از تقسیم 7 بر ۰ نخستین جمله خارج‌فسمت» یعنی 2۲ به‌دست 
می‌آید. از ضرب 3 در دو جمله ببخش‌یاب (2 + (« را» یک جمله بهحساب 


می‌آوریم و» به‌همین جهت آن را داخل پرانتز نوشته‌ایم) نتیجه می‌شود : 
2۲( + رد) + ات 
که اگر آن را از بخشی کم کنیم باقی‌ماند؛ اول پیدا می‌شود: 
آچ + ارو + وون۳ - و( + ن)- 


از تفسیم "2(5 + )- بر ۰2 دومین جملهٌ خارجقسمت» یعنی 2(2 + ()س 
پیدا می‌شود و از ضرب آن در بخش‌یاب. به‌دست می‌آید. 
2(2 + )(2 + ۱) - "ع(ع + ن)- 


وبا 
۲2(2+ و + ) - «(2 + («)- 
۳ 


+ ون + «(دن - + ۱ 


۱۳ 


که جمله سوم خارجقسمت است. آن را در بخش‌یاب ضرب می‌کنيم. 
(2 + ن)(دن - او + آن) + ع(ون - 2 + ۱) 
ویا اگر پرانتزهای آخر را در هم ضرب کنیم. 
+ و + ت(وجن - + ن) 


آن را در بخش‌یاب» از بافی‌ماندة دوم کم کنیم» باقی‌مانده‌ای برابر صفر به‌دست 


۳ زر 9 ۳ ۳ 
۱ پ ۳ ۳3 مس جٍ سا 1 اب 
و و اس ]0 اس ]01 جاح ام و تست 
سود بری مت با 


خد ۳۸۲۱/2 مان ۷ د ۳و 
72 - ورو- رون - اج د رود ان( دودح 


۲( انجام عمل تقسیم دشوار نیست» ولی تقسیم باقی‌مانده دارد. 
باقی‌ماندهٌ تقسیم. برابر ِ- و خارج‌قسمت برابر است با 
ِ ۲ + ن 
1 
یعنی با یک کسر جبری سروکار داریم و می‌توان نتیجه تقسیم را این‌طور 


» 
۲۲ + ۳۲-۷ 4 ۱ 


:۴۲ + ۱۳ ۲۸) ت 


۱۷۵ 


۳( این تة نقسیم هم دارای بافی‌مانده است : 


۲ ۳ 7 
۴۳ ۱ د "مه اج 
۱ + ود وروی + وراج + اه -< اقب 
2 - 3۳ 2 - 2 


۴ ۴۳ 
2 + ل 1 


۲ + ( "2 + آوروه + 2 راو + ۲ ۳ه)(2 -رون) ‏ 


۶ کسر جبری 
نسبت دو چندجمله‌ای را» کسر جبری گویند. اگر درجه چندجمله‌ای صورت 
از درجة چندجمله‌ای مخرج؛ کوچکتر باشد» کسر را تحقیقی و اگر درجة 
چندجمله‌ای صورت با درجة چندجمله‌ای مخرج برابر یا از آن بزرگتر باشد 
کسر را غیر تحفیقی گویند. 
همان‌طور که» اندکی قبل در مثال ۲ (مساله‌های ۲) و ۳)) دیدیم» هر 
کسر غیرتحقیقی را می‌توان به مجموع یک چندجمله‌ای با یک کسر تحقیقی 


تبدیل کرد. کسرهای 
بت لوب .۰ ۲ ۳ ۲۰ 
و - اند ان ۳+ اي 2 

تحقیقی و کسرهای 


۱ ۳ + 2 ۵+ و - ان ۱- 2 
۱ + 0 27 1 + :2 و 


غیر تحقیقی‌اند (شبیه کسرهای متعارفی بزرگتر از واحدء که می‌شد آن‌ها را؛ به 
مجموع یک عدد درست و یک عدد کسری تبدیل کرد). درحالت خاصی که 
صورت کسر بر مخرج آن» بخش‌پذیر باشد» کسر جبری» به یک چندجمله‌ای 
و بدون بخش کسری. تبدیل می‌شود. 


۱۷۶ 


عمل روی کسرهای جبری» شبیه عمل روی کسرهای متعارفی عددی 
انجام می‌گزود: 

البته» برای ساده کردن کسر جبری و همچنین» برای تبدیل چند کسر 
جبری به یک مخرج (وقتی بخواهيم آن‌ها را باهم جمم يا از هم کم کنیم)؛ 
باید با قانون‌های مربوط به تجزیه چندجمله‌ای‌ها آشنا باشیم که در فصل بعد 
به آن خواهیم پرداخت. در این‌جا؛ چند مثال ساده؛ برای عمل روی کسرهای 
جبری می‌آوریم : 


۳۳۹ ۹ _ ۲ 
(۱ - ۱()۸ + 2) ۱ - 2 7 
۱ 
۱ یی ی تا 
٩( 1 ۱‏ - بو )(۱ لد ز سب نز ۱ 1 ۲ 
ی ۷۵ 12 . ۹ 77 ۳ 


2 (۱ 4 آ)(۱ اه ۱ و ۹ 


۹ ی ار تن 
ِ«ِ«۳ 3 5 ۳۹ ۱ زب ۱ 


۱۱ سد بو )۳ 5 ۱۳2 + اج ) 


2.) 4+ ۱( ۲ 4 ۱ 


عبارت‌های گویا. هر جمله یا هر چندجمله‌ای و پا نسبت دوجمله‌ای 
(یعنی کسر جبری) را؛ یک عبارت جبری ویا؛ دقیقتر عبارت جبری گویا 
گویند. 

عبارت ری » وفتی گویا اسنت. که تنها شامل عمل‌های هنم ۲ تفریق » 
ضرب» نقسیم و توان (با نمای درست)» بین جندجمله‌ای‌ها باشد. در این‌جا 


۱۷۷ 


چند نمونه» از عبارت‌های جبری گویا را آورده‌ايم : 


3 + 


۱ ۱ 
۲۱: ۱/۲ + ۰: ,)۲ - 2( 


ولی عبارت‌های جبری 


۳ ِ 
۳ )۲ - ۵(* 


۲۵۷/۵: ۰/2 + 


7 
۵ 


د 


2 
گریا نیستند. 
توجه کنید : ۰۲6۷/0 نسبت به » گویا و نسبت به ۵ کنگ است؛ 
+ ۷/2 نسبت به 2 گنگ و نسبت به 2 گویا است؟ 


5 -- 


مت » نسبت به 2 و 1 گویا و نسبت به 2 گنگ است؛ 
میا 


5 اتحادهای جبری 


2 < ۲2 - ۳2 با یک اتحاد سروکار داریم» زیرا دو طرف برابری؛ دو 


مقدار متفاوت نیست. همچنین؛ اگر حاصل‌ضرب 
 - 2+ ۱(‏ ۱()2 - 2 + آند) 
را بیدا تنم به‌دست می‌آید : 
سس و + ایو + ایو یو ع< (۱ +24 - »)(۱- و + آه) 
و ۲ و اس ما و 
بنابراین» براپری 


۱ ۷8 + اه - اج (۱ + - ۱()۵:۲  -‏ د آ) 


۱۷۸ 


یک اتحاد است ؛ زیرا دوطرف برابری» معرف یک مقدارند : طرف درع» 
شجه‌ای است از طرف اول. 

ضمن ضرب (و همچنین تقسیم) چندجمله‌ای‌ها. اغلب به‌گونه‌هایی 
برخورد می‌کنيم که به‌دلیل تکرار فراوان آن‌ها در موردهای مختلف؛ بهتر 
است؛ از فبل و برای یکبار» نتیجه ضرب (یا تقسیم) راء به‌صورت یک 
«دستور» منظم کنیم تا هربار؛ ناچار به انجام عمل ضرب (یا تقسیم) نباشیم. 
این دستورها. به‌عنوان مهم‌ترین اتحادها» در دهن ما می‌مانند و هرجا با 
نمونه‌هایی سسبه آن‌ها روبه‌رو شدیم» بدون انجام عمل‌های جسته کننده ۲ 
طولانی» نتیجه را می‌نویسیم. 

اما؛ بیش از آن‌که به کشف این «دستورها» بپردازيم؛ به نکته‌ای اشاره 
م ینیم که برای تحشی دز (اتحاد بودن» ۳ ااتجاد بودن) یک برابری» اهبیت 
دارد. 

بارها به برابری از نوع ۲ -< 2 - "2 برخورده‌اید. آیا» اين برابری» یک 
اتحاد است. روشن است که پاسخ؛ منفی است. این یک معادله است نه 
یک اتحاد. 

معادله و اتحاد» هردو به‌یاری نماد برابری (ع-) نشان داده می‌شوند» ولی 
تفاوت عمده‌ای باهم دارند: 

در اتحاد» جون دوطرف برایری» معرف یک مقدار هستند. باید هر عدد 
حقیقی دلخواهی. به‌جای حرف يا حرف‌ها قرار دهیم؛ در دوطرف برابری؛ دو 
عدد برابر به‌دست آید. درحالی که در معادله» تنها می‌توان جواب (یا ریشه) 

۲ < 2 - ۲ یک معادله است؛ زیرا به‌جای ۰ تنها می‌توان یکی از 

0 آ ون < (۱ - ۰2/2 یک اتحاد است» زیرا به‌جای ۰ هر عدد 


۱۷۹ 


اگر حتی یک عدد پیدا شود که نتواند» دوطرف برابری را» برابر کند» 
به‌معنای آن است که این برابری» اتحاد نیست. 

مهم‌ترین ات‌خادها . 

۱) مجذور یک دوجمله‌ای. دوجمله‌ای راء درحالت کلی» می‌توان 
بصورت 0 + 4 یا | - 0 نوشت. باتوجه به قانون ضرب دو چندجمله‌ای» 


داریم : 
(0 + 9()۵ + ۵) < ۲( + 6) 
۲۰ +۲۵۵ + آم ع< ۵ + وراه + وه دم - 
"و9 + را۲۵ - مه < 9 +۵9 - وه  -‏ 0 < 

بنابراین 


۰ ۲۸ 4 آم < ( + ) ) 
"0 +۲۵4 - ۵ < ۲( -ه) 
اتحاد دوم را می‌توانستيم ید باری اتحاد اول ره دذسست آوریم. 
> "(0-) + (۷-)۲۵ + آه < [(۱-) +ه] > (0 - ) 
آ۵ +4 ۲۵ - ات 
مثال. حاصل هریک از این عبارت‌ها را بیدا کنید : 


۱( )۲2 + (۳  ۲( )۴۵ - ۵0(۲( 
۳( )-«:+۳۷(: ۴( ۵+ 0 - "(م‎ 


حل. به‌ترئیب داریم : 
۲و + ((۲)۲۸ + ۲۵(۲) < (ن + ۲2) (۱ 


ن بر ۱ 


با + و۴۵ + ۲۵ 

۲( )۴۵- ۵0( < )۴۵( - ۲)۴۵()۵0( + )۵0(۲ < 
- ۱۶6۲ - ۴۰6۷ + ۷۲۰ 

> ۳(۲) + (۰()۳۷-)۲ + (ع-) > (۲۷ + «-) (۲ 
۲ + ۶2 - 2 < 


یادداشت. ۳۷(۲ + 2-) با "(۳۷ - 2) فرق ندارد؛ زیرا مجذور دو 


علد فرینه ) یکی است : 


۹ + ۲۵۱ کی بت (۳۸ وو) عد (۳۷ ٩‏ -) 


۸-۴ را یک جمله فرض می‌کنيم و آن را در داخل برانتز می‌گذاریم : 


بس "6 6) 4 ]| < )0 ب و 4 | 
۲( -0) + (6 - ۲/9 + آه - 


۲0۵4 - 0۲ ۲۵۵-۲۵4 <د آم - 
اتحادهای مربوط به مجذور دوجمله‌ای؛ می‌توانند برای محاسبه دذهنی 
مجذور بعضی عد‌دها مورداستفاده قرار اف 


۱۶۸۰ 4-۸۸ ۱۶۰۵ عد ۱(۲ 4 ۴۰) - ۴۱۳ 


۱۵۱ 


۱ + ۸ - و۱8 ۱۱۲ :۳ ]نت ۲ ۲۳۹ 


۲) ضرب دو جمله مزدوج. ابتدا با یک تعریف اشنا شویم. 
تعر یف . دو عبارت جبری دوجمله‌ای را #رل جح یکدیگر گویند؛ وفتی 
که» یکی از جمله‌های آن‌ها باهم برابر» و جملة دیگرشان؛ نسبت به‌هم: قرب 


باسند. 


۱۸ 


دوجمله‌ای / + 6 را درنظر می‌گيريم. این دوجمله‌ای» دور مردوح دارد : 
/ 4 و 1 سب --. همچنین ‏ دوجمله‌ای لا --- نل » دارای دو مزدوح است : 
+ و نا - »-. 
اکنون ببینیم» حاصل‌ضرب دوجمله‌ای‌های مزدوج. به چه نتیجه می‌رسد : 
"9 - اه + وه - آو ع (0 - 0()۵ + ») 
۲ یا بس از ساده کردن 
‌ آم < (0 - 9()6 + ») 
مثال. به‌یاری ضرب دو عبارت مزدوج؛ حاصل را بنویسید : 
ای ۱ ۱ ۱ 
:(0 - 0()۲6 + 0() (۲ و ی تسین )۱ 
1 1 + ۳3 3( 3 + وی) (۳ 
 - 6(‏ 4 0 + ۷0+ ) (۴ 
0 - ۹2 < وا - ف < ( + 2( ۳ ۳ )۱ 
»)> (9 - »2 )( + ع) (۱ 


۴ در این‌جا» اگر ( + ») را یک جمله و » را جملهٌ دوم به‌حساب 
آوریم به‌ترتیب خواهیم داشت: 
66٩+ 0 - 6( < 16 + 0( + ۵/6 + 6( - | <‏ +۷ +04) 
- 0 +۲۵۵4 + آه < ۲ - ۳( 64) < 


وت 


از دستور اتحادی مربوط به ضرب دو عبارت مزدوج هم می‌توان برای 
محاسبه‌های ذهنی عددهای استفاده کرد : 
(۲ - ۲()۴۰ 4 ۴۰) < ۳۸ ۴۲ 
۱۵۰ ۴ - وو ۱۳ سم ۲۲ ۴۵۲ - 


۳ مجذور یک چندجمله‌ای. شبیه مثالی که برای *(6 - 6 + ») حل 
کردیم؛ می‌توان با گروه‌بندی جمله‌ها» مجذور هر چندجمله‌ای را به‌دست 
آورد : 

)6 - 0 - 64+ (۲ < ])۵ - 9( - )6- ((۲ < 

۲( -6) +( -0()6 - )۲ - ۲( -) < 
۲۵6٩ ۲۵٩+ ۲06-۲٩‏ - ها +۲۵0 - آ» -< 
وس ۷ ات "وی 


نتیجه را به‌این صورت می‌نویسیم (اول مجذورهای کامل و بعد دوبرابر 


۲( +6 -0 - ») 
4 ۲۵0 +۲۵6 - ۲۵ - 0 + + ۵ + اه < 
- ۲6 -- ۲6 + 


که این قاعده وا برای مجذور یک جندجمله‌ای » یه ما تلقین می کنا ؛ 
می‌دویسیم ؛ 
ب) دوبرابر جمله اول را در هریک از جمله‌های بعد از خود؛ با رعایت 


۱ ۸۳ 


پ) بعد» دوبرابر جملهٌ دوم را درهریک از جمله‌های بعد از خود بازهم 
با رعایت علامت؛ می‌نویسیم ؛ 
نت این عمل ‏ یعنی ضرب دوبرابر هر جمله در هریک از جمله‌های 
بعد از خودش را تا آن‌جا ادامه می‌دهیم که دیگر؛ جمله‌ای باقی نماند : 
"(و۵ - + ۳ - + ۲5) 
۲2 ۱ - و۴ + و۲۵ + 7۲+ ۹2۲ + آن + ۴2۲ - 
ب ورزه۱ - ]۲ + وروع - ووه۲ - ۴+ 


95 - و۳۰2 + [۶2- 


۴ ضرب دو عبارت دوجمله‌ای که در یک جمله مشترک‌اند. دوجمله‌ای‌های 
0 + ۲ و + 2 در جمله اول خود یعنی 1 » مشترک و در جمله‌های دوم 
خود» یعنی 4 و ؛ با هم اختلاف دارند. اگر آن‌ها را در هم ضرب کنیم : 


) 1 ۵()۵ + 9( < ۳ + ۵ + 0 + 


و مجموم دو حمله متشایه تلا و 03 ۳ به‌صورت ۰( + 6) بنویسیم » 


به‌دست می‌اید : 
اه + «(ا +4 ۵6) + ۵ ع (0 + 0()2 + د) 


حاصل ضرب دو عبارت دوجمله‌ای» که دریک جمله مشترک‌اند» برابر است 
با یک سه‌جمله‌ای: جمله اول اين سه‌جمله‌ای مجذور جملهٌ مشثرک جملهٌ 
دوم آن» حاصل‌ضرب مجموع دو جملهٌ غیرمشترک در جملهٌ مشترک؛ و جملهٌ 
سوم آن» حاصل‌ضرب دو جملهٌ غیر مشترک است. 

مثال ۰۱ این حاصل‌ضرب‌ها را بدون انجام عمل ضرب پیدا کنید : 


۱( +۲۵۰۲ ۲۲۵+ ۱۲۸-۴ 


۱۸۰۴ 


۶( - »6 + )(0 64 + 2) (۳ 
(۱ - ۴2۸ + ۱()۵۵۲ + ۳2 -۵۲) (۴ 
حل. به‌ترتیب داریم : 

< (۲-)۳ + (۲ - ۳) + "ه < (۲ - ۳()۵ + ۵) (۱ 
0-۰ دا 
< (۴-)۱ + (۴()۲2 -۱) + (۲2) < (۴ - ۱()۲2 + ۲2) (۲ 
۰ و مت آ و ۴ج 
+ ع[(ه0 - ه) +( +ه)] + ۰ ع (0 ۰+ ه)(0 +ه ده) (۳ 
:۳ - آه + ۲۵۵ + اه ع (9 - 0()۵ + )+ 
(۱ - ۴۵ + ۲ ۱()۵2 + ۳2 - ۵2) (۴ 
+( ۴۰-۱(()۵2) +(۱ +۲2۰ + (رواعه) ‏ 
(۱ - ۱()۴2 + ۳2-)+ 
- ۷۵ + ۱۲۵۲ - ۵2 + ۱۲ ۲۵۰ 


مخال ۲ این ضرب‌ها راء در ذهن خود. انجام دهید: 
۷ ۶ ۴۲ (۲ ۱۹ 

حل. 
ح< (۳ + ۱()۴۰ بل ۳۵ ] ت۴۳ 36 ۴۷۲ ۱۱ 
۴۰٩4 ۱ ۷ ۳‏ ۷ (۱4۳) + ۴۵۲ - 


۰ - ۳۲ 4 ۱۶۰ + وه۱۶ <- 


۲( ۴۲ ۶ ۳۷  )۴۰ + ۲()۴۰ -۳( سد‎ 


۱۸۵ 


- ۴۰۳ + )۲-۳( ۱ ۴۰+ ۲۱ )-۳( > 


۵ مکعب یک دوجمله‌ای. با ضرب مستقیم می‌توان این دو اتحاد را 


بذدست آورد : 


:0 + ۳۵۵ +۳۵۲۵ + آم - 0 4 »6) 
0 - ۳۵0 +۳۵۲4 - هم -- (0 - 6 ) 


7 اگر طرف‌های دوم را اندکی تعییر دهیم و به‌صورت زیر بمویسیم » هم 
بهخاطر سپردن آن‌ها ساده‌تر می‌شود و هم در حل مساله‌ها» کاربرد بیشتری 


دارد : 


,(0 + ۳۵۵/۵ + 0 + ه - ۳( + ») 
(0 - ۳۵۵/۵ درس (0 6 ) 


دو مثال . 


۱( )۲2 -۱( < )۲2( - ۳)۲۸(۲ «۷ ۱+ ۳)۲۵(۷۱۲ + )-۱(- 
۸ ۱۲۸۲ + ۶۵ -( 

< ۱([۳ - ) + آم] < ۵-۱(۳ + ۵۲) (۲ 

بد ۱(۳ -0) + ۱(۲ ۳۵۲/۵ + (۳)۵۲(۲)۵-۱ + ("ه) - 

- ۰ + ۳)۵۸-۱(۵* + ۳)۵۸-۱(۲۵۲ + )- ۱( 


(که نسبت به توان‌های نزولی ۰0 منظم است. القة؛ رگن بخواهیم» پرانتزها را 
باز کنیم؛ دشواری عمده‌ای وجود ندارد.) 

۱ 

۱۸۶ 


۶ مه اتحاد دیگر. این اتحادها هم با ضرب مستقیم» به‌سادگی 
به‌دست می‌آید : 
+ + اه < ( 9 + وه - 9()۵۲ + ۵) 
0۳ - آه < ( 9 +فه + آه)(0 -ه) 
(06 - ۵6 - اه - 6 + 9 + ۵( +94 + ه) 
۵ - ع + 9 + و - 


این اتحاد آخری را» پیش از اين و ضمن تقسیم ۳2 - 2۳ + "رن + 2 
بر 2 + ۷ ۲+ ۲ به‌دست آورده‌ايم. 

دو اتحاد دیگر را هم می‌توان با تقسیم "۵ + "6 بر 0 + 4 و تقسیم 
"0 - ۵ بر 0 - 6 پیدا کرد: 


۱ ۸۸ ۳ 
:0 - و ,0 دوه - آم ح- مت 
| سه #1 
ی ۱ 
و »,9 +نه د امس 7 
۷ 


مثال . خارح‌قسمت‌ها را بذونل عمل تقسیم ؛ نو پسیل : 


۱۱ ۸2 2 3 ۲۷۲ + ۶۴۶» 

2 - 1 ٍ 1" 3 ۳ 

۲ اً 

6 - 6 + ۸ 4 6 رز +4 ۲ 
٩ 0 + ۲0+ 6‏ وج یل [) 


حل. باتو جه به سه اتحاد اخیر ) می‌توان خارج‌قسمت‌ها را نوست. تنها 
در همه‌جا باید شرط کرد که مخرح برابر صفر نباشد. 


۳ _ِِ 7 5 )۲۵(۲ 5 ۷" 


:۲۵0 + ۲2۲ < > 
0ات ۳ ۲ اس و ۲ 


۱۸۷ 


9 (۴۸) + (۳۸) ۰ ۶۲۸+ ۲۷۸۲ 
5 (۴) + (۳۶) 5 و۴ و ۱ 
٩7۲ - ۱۲1۲7 + ۶‏ < 
(0) + (ت2) _ و + 
(ا) +(ه) . رود اه 
ِ »)۳ ی د (۲۵) + ی 5 ۷6  -‏ + ۸ + » ۱ 
6 + (۲0) + »6 ۲6۵4 41 »0 
6-6 - ۲۵ - 0 + ۴0 + مه - 


ادوس وس ۳ 


8 اتحادها در طول تاریخ. 


ریاضی‌دانان پونان باستان ۴ سیسن » ریاضی‌دانان ایرانی ) معهوم اتحاد ر 
می‌شناختند و از آن استفاده می‌کردند. فیثاغورث» ریاضی‌دان یونانی که در سده 
ششم پیش از میلاد می‌زیست» ضمن بررسی رابطه‌ای که بین ضلم‌های یک 
مثلث فائم‌الزاویه وجود دارد» یک رشته اتحاد به‌دست آورد. البته» استدلال‌های 
فیثاغورث و دیگر ریاضی‌دانان یونانی (و همچنین ریاضی‌دانان ایرانی بعد از 
آن‌ها)» بیشتر براساس استفاده از شکل‌های هندسی بود. 

در سدهٌ سوم پیش از میلاد» اقلیدس» هندسه‌دان بزرگ یونانی» کتاب خود 
را به‌نام «مقدمات» نوشت که شامل ۳ مقاله بود. مقاله دوم این کتاب؛ به 
اتحادهای جبری اختصاص دارد که البته ) با استدلال‌ها و تعبیرهای هندسی 
او زده‌اشکن مثاله در مساله دهم مقاله دوم از کتاب حود درسی اتیخاد 


"۵ +۲۵0 ده < 0(۲ + ») 


۳ ثابت کرده است. او می نو پیسد : ار باره‌حط راستی را به دو ببخش 
سیم نیم آن‌وقت مربعی که ری تمامی این باره خحط راست ساخته می‌ شود » 
برابر است با مجموع مربع‌هایی که روی هر کدام از بخش‌ها ساخته شده و 


۱ ۸۸ 


۷ 


شکل ۲۳ 
دوبرایر مستطیلی که روی بخش‌ها ساخته می‌سود4. درشکل 2 به‌روشنی 
دیده می‌شود که مساحت مربع به ضلم 0 + 6 برایر است با مجموع چهار 


مساحت : مساحت مربع به ضلع 6 مساحت مربع به ضلم 0 و مساحت‌های 
دو مستطیل برابر» با بُعدهای » و ا. 

دیوفانت» ریاضی‌دان دیگر یونانی که در سده دوم میلادی در مکتب 
ریاضی اسکندر یه کار می‌کرد؛ در کتاب «حساب» خود؛ این اتحادها را ثابت 
ورد 


۲۵۸۵٩4 ۲,‏ + آه < ۲( + ه) 
,9 +۲۵0 - 6 < ۲( -6) 

(0 - ۵( +۵) < 9۲۳ - آ» 
خوارزمی» ریاضی‌دان بزرگ ایرانی هي برخی از اتحادهای جبری را مطرح 
و اشات کرده‌است رقن کتابت 9حسابت! خود. اصل این کتاأب تاکنرن بیدا 
تسلهاسته ولی ترجمه ۳ آن وجود دارد). 
کار دو ریاضی‌دان فرانسوی؛ یعنی «ویت» و «دکارت»: است. 


1 


۱۸۹ 


* بنبه‌تضیفیناغورث» اگر دو ضلع پهلوی زاوي قائمه را در مثلث 
قائم‌الزاویه» به طول‌های » و 0 و وتر آن را به طول » فرض کنیم؛ همیشه این 


آم < ۵ + آه 


اتحادی وجود دارد که» به‌پاری آن» می‌توان مثلث‌های فیثاغوری را (یعنی 
مثلث‌های قائم‌الزاویه‌ای را که طول ضلم‌های آن‌ها» با عددهای طبیعی بیان 
می‌شود) » بیدا کرد. اين اتحاد» که از همان دوران باستان شناخته‌شده بود؛ 


۰ خشیم اسست؛ 


( 7 سل 0۳0 سح ۲ (۲۶) 1 1۱ نت 0( 


(آزمایش کنید تا به درستی این اتحاد قانع شوید). 
بنابراین» اگر 7۰ و 7 (7 < 7) را دو عدد طبیعی دلخواه بگیریم 


آن‌وفت مثلث فیثاغوری با ضلع‌های ۵ و تا و 6 به‌دست می‌آید 
۳ 


جند نمونه از مثلث‌های فیئاغوری را می‌آوريم. 
۱( برای ۴ 171 و ۱ > 7 به‌دست می‌آید : 


۲) برای ۳ <- ۲۷ و ۲ < «1: 

۳ ۵ ۱۲ ۵.0 ع ۵ 
۳) به‌ازای ۴ << 7 و ۱ << *1: 

۷ عح 6 .۸ < ۱۵,6 << »6 


۱۹9 


۲ بهازای ۴ -<- 97 و ۳ << 9: 

و۳۲ 0 ,۷ 
0 ال 

۱۵8 نت ۹1:۵ << 
۶ برای: ۱۰ ت :99 و ۷ << 1: 


4 ۱۵۵ و۱ تم 


4 چند یادآوری مهم 
در برخی کتاب‌های ریاضی» و حتی کتاب‌های درسی. از اصطلاح‌ها ۲ 
نام گذاری‌هایی استفاده می‌شود که می‌توانند موجب اشتباه و یا گمراهی شوند. 
به‌طور کلی» توصية ما این است که در بیان مفهوم‌های ریاضی؛ کوشش کنید؛ 
جمله را کامل بیان کنید؛ دوضمن» اژ جمله‌ای استفاده کنید که مضمون 
ریاضی مفهوم را به‌درستی نشان دهد. مثلاً در محاسبة کسر مرکب 3 هرگز 
از اصطلاح بی‌معنی (ولی رایح) «دور در دور نزدیک در فویزگم استفاده 
نکنید» زیرا به‌شما نشان نمی‌دهد که با کدام عمل ریاضی سروکار دارید. 
بیان خود را کامل و به‌صورتی که معرف یک عمل ریاضی باشد. ارائه دهید. 
بگویید: «برای تقسیم کسر 2 بر کسر » باید ببخش‌یاب یعنی ۲ را معکوس 


میس تور بو یبد ۱ ضرب کرد». یا وقتی با معادله‌ای سروکار 
دارید» نگویید «معلوم مجهول می‌کنیم!۰ زیرا اولا اين جمله در زبان فارسی 
هیچ معنایی ندارد (مگر می‌شود. معلوم را مجهول کرد)؛ ثانیاً معرف هیچ 
عمل ریاضی نیست. جمله را کامل بیان کنید و بگوئید «معلوم‌ها را به یک 
طرف و مجهول‌ها را به‌طرف دیگر منتقل می‌کنیم». و اما دربارة اتحادها: 


۱۹ 


۱) در این کتاب آگاهانه» اتحادها را شماره‌گذاری نکرده‌ايم. بسیار 
دیده شده‌است که دانش‌آموزان؛ وقتی می‌خواهند» از اتحادی نام ببرند» مثلا 
می‌گویند «اتحاد سوم». درحالی که نویسندگان کتاب‌های ریاضی؛ برحسب 
سلیقه خود» اتحادها را ردیف می‌کنند و چه‌بساء» در دو کتاب مختلف دو 
اتحاد متفاوت در ردیف سوم آمده‌باشد. 

به‌جز اين» برخی از دانش‌آموزان؛ با شماره‌دار بودن اتحادها» ممکن است 
به این اشتیاه بیفتند که تعداد اتحادها» محدود است و مثل چون در این 
کتاب از ۱۰ اتحاد مهم نام برده‌ایم گمان کنند» در جبر؛ ۱۰ اتحاد وجود 
دارد. درحالی‌که» همان‌طور که پیش از این هم گفتيم تعداد اتحادها» بی‌بایان 

از این‌ها گذشته بر این مطلب تاکید داریم که» برای درک بهتر مفهوم‌های 
ریاضیات. باید مضمون هر عمل یا هر رابطه را بیان کرد و از ذکر «نام‌های 
مستعار» پرهیز کرد. 

۲) هرگز به اتحاد 


)6 + (6 - 9( < 6 - 0" 


نگو پیل : «اتحاد مزدوج». اين» خود انحاد نیست که «مزدوح» است؛ بلکه 
دو عبارت جبری ۵6 + » و ۵ - ») «مزدوج یکدیگرند. دیده شده‌است که 
وقتی از دانش‌آموزی می‌پرسند: ( "0 - ۵۲) چیست؟ پاسخ می‌دهد «اتحاد 
مزدوج». درست دقت کنید» عبارت "0 - 6۲ نه اتحاد است (زیرا برابری 
ندارد) و نه مزدوج (زیرا پرای مزدوج بودن» باید دو عبارت داشته‌پاشيم که 
گر مزدوج دیگری باشد), درواقع؛ - 6 یک عبارت جبری است یا 
یک دوجمله‌ای؛ یا اگر بخواهيم ماهیت آن را بهتر نشان دهیم» باید بگوییم 
«تفاضل دو مجذور کامل است». البته» می‌توان گفت : ۲ - » به ضرب دو 


عبارت مزدوج تبدیل می‌شود؛ یا "0 - "4 از حاصل‌ضرب دو عبارت مزدوج 


۱ 


شکل ۲۳ 


9+ و نا - 4 به‌دست آمده‌است. 


به‌همین ترتیب؛ دربارة اتحاد 
۵ + 0 + 6) + 2۳ < (9 + 6( + ۲) 


نباید گفت «اتحاد جملهٌ مشترک»؛ ولی می‌توان گفت : «اتحادی که باتوجه به 
حاصل‌ضرب دو عبارت جبری که یک جملهٌ مشترک دارند» به‌دست آمده‌است». 

ریاضیات. دانشی دقیق است و درمورد همه رابطه‌ها؛ مفهوم‌ها قضیه‌ها 
و مساله‌های آن» اپن «دقت»» اهمیت دارد. بنابراین» برای بیان هر موضوع 
ریاضی هم باید «دفت» کنیم تا مطلبی را به اشتباه یا ناقص نگفته باشیم. 

در کتاب درسی هندسه همء گفته شده‌است : از دو نقطه. تنها یک 
خط عبور می‌کند». ولی به شکل ۲۴ توجه کنید: از دو نقطه ۸ و 1۶ سه 
«خحط» گذشته است. درواقع؛ از دو نقطه ۸ و لا تعداد بی‌بایانی «خحط» 
می‌گذرد که البته» تنها یکی از آن‌ها؛ «خط راست» است. جملهٌ کتاب را باید 
به این‌صورت اصلاح کرد : 

از هر دونقطه تنها یک خط راست می‌گنرده. 

بینید» بی‌دقتی چه دشواری‌هایی ایجاد می‌کند. تنها یک واژة هراست» که 
به‌دنبال واره «حط» بیاید» جمله را درست می‌کند» درحالی‌که بدون اين وازه؛ 
جمله کتاب؛ نادرست است. 


۱۹۳ 


۳( در بسیاری جاها؛ برای اتحاد» از نماد (42۱) استفاده می‌کنند که 
البته» نادرست نیست» ولی چیزی راهم حل نمی‌کند. به‌نظر ما همان نماد 
برابری (62) می‌تواند هم برای معادله به‌کار رود و هم برای اتحاد. درواقع 
برای تعریف اتحاد؛ مثلا می‌گویيم : اتحاد» یکی برابری است که به‌ازای هر 
مقدار دلخواه متغیر یا متغیرها؛ برقرار باشد. 

عادت کنید» در ریاضیات» آن‌چه لازه است؛ بگویید و بنویسید» نه جیزی 
کمتر و نه چیزی بیشتر. 

همچنی ؛ دز نوشن عددهای دهدهی دوره‌ای ) گاهی یک باره خط راست 
افقی ؛ بالای یک دوره گردش می‌گذراند و مخله می بو یسند : 


ب ۳ 
۷ یواست 1 


این شوه نوستن در برحی موردهاء ایجاد دشواری و ابهام می‌کند. می‌دانید 
وفتی بخواهیم عدد سه‌رفمی با یکان 6 دهگان 0 و صدگان ۵ را نشان دهیم» 
آن را به‌صورت 606 می‌نويسيم (تا با ۰006 به‌معنای 6 <0 < 0 اشتباه نشود). 
اکنون؛ اگر درجایی به نماد ۸86 ۰/۸ برخورد کنیم» دچار این ابهام می‌شویم 
که منظور رقم‌های 0 و و ب) است یا دورة گرذش 1/1/۹۵ کدام یک 


6 ( . 8 میس 
۱ د - - ورای ‏ ه 


۳ و و ۱ و ۱ 


۰( << 6( /ه 
بهتر است» همان‌طور که کم‌وبیش در جاهای دیگر هم معمول است؛ دوطرف 
دور؛ گردش» پرانتز بگذاريم 
سپ 


۳۷ سب 
(۲۷) ۰۸ 7 


۱۴ 


در این‌صورت 606 ۰ با (06») ۰۸ تفاوت پیدا می‌کند و ابهامی به‌وجود 
نمی‌آورد. 

۴ چه ضمن نوشتن اتحادها و چه در جاهای دیگر؛ برای نوشتن یک 
چندجمله‌ای» درحالت عادی» چندجمله‌ای را نسبت به یکی از حرف‌ها 
به‌حاطر سپردن راحت‌تر باشد و یا در آن مورد خاصء کار عمل‌های شما را 
ساده‌تر کند. 

تمرین‌ها 

اه کی 


:(۳ - » + ۲۵۲ - ۳۲()2 + 2 - ۲۵۲ + آیه) (۱ 

ب( "9 + اه - نآ + وه - ه)(0 +64) (۲ 

۳( )2۷- (2 +۰ 01+ 2 +1 (( 

((۱ + + + وه - ۷ + ۱()۵- 04 (۴ 

:( را + که + ۳ + اه + واه + که + کم( -6) (۵ 
(۳ + ۲()۸ + )(۱ + ج) (۶ 


(۱ ۲ ه) : (۳-- و ۲) (۱ 
م۴۵ ۷۱۲ 
(۲ 
م۲ 
۳3 ۲۷۵ + ۱۵,۵ و۶ د ۲۸۲۲ 


1 


۲ ۳ ۴ ۳ 
- ۵ د ۱۷۲ 

1 ٩ + ۹۹2۶ + ۲۶۵۲ + ۳۲۴۵۲ + ۵۲ 

۱۳ 1 ۴۲ 


۱۹۵ 


۲ + و - 6 


۵( 2[ 

!04 ۱ ۲ 6-۷ ۱ 
۶ رن ۶ ۶ 
لراعب. ال لا عت ‏ 

۷ 9۲ ۲ 3 ۲ 


۱۳ . می‌دانیم » < ۲ - ۵60 + ۱۰۵۲ و ه ع۶ر ,٩0۲‏ 
و 
۳۵4 - ۳6 

۷۶ اگر 2 و ۰۷ عددهایی طبیعی باشند» کسر 


۲ 4 ۰ +۱ 
2۳1 -- ۱ 


 تتسسس‎ 


برابر با جه مقدارهای درسی می‌تواند باشد؟ 
۷۴, تابت کند» به‌شر ط ۵ ام و لد ین داریم : 


( + )۳۵-2 < + ود + 2 


۶ حاصل عددی این عبارت را بیدا کنید : 


۵ ۱۱۸ ۱۶ ۱ ۱ 
را ۳ -- د] 
۱۱۹ ۷۹ +۱ ۱۹ ۱۷ 


#ه ۲۱ نتیجه عددی این عبارت را بیدا کنید : 
۷۲۸+ ۷۱۸۱۷۱۲۹۷۲۱۲+ ۷۰۲۷۱۲ < ۸ 


۷۶ ۲ . اگر و ز عددهایی طبیعی باشتد » به‌ازای هه مقدارهایی از تك 
و ۰۷ دست‌کم یکی از عددهای ۲۷۲ + ۲2۷ و و ۲۷/۲ + ۲۷ + ۲ 


بر ۵ بخش‌پدیر اینن؟ 


۱۹۶ 


۲ به کمک دستورهای اتحادی» حاصل این عبارت‌ها را بیدا کنید : 


ون ۱ 
۰ (+2) 0 :۵-۳۵( 


۱ سور وم 
[۱ ۳۳۱۱/۲ [گد با 7 (۳ 


)۳۸+ ۲۳:  ۶( ات‎ +" 


۵ 
۷( )۲ + ۲()۲۵ - ۳۵(: 

(ن+ رنه - ه)( رن +ودج+ ه) (۸ 
۱ 


۹ 


) ۲/۸ - ۳۵۸4+ 6()۲ + ۳6 -- 6(۰ 
۱۰( ) - ۵() + ۲(: ۱۱( )6 + ۷()6 - ۳(۰ 


+(۳۵ - ۲۵()۵ + 2#) (۱۳ :(۹ - ۱۱()۴۰ + ۲۵) (۱۲ 
۴(۰ دم - ۳()۵ ۲ + 7) ۱۴۱ 


و ۲ حاصل عددی این توان‌ها و ضرب‌ها را؛ به‌صورت دهنی ؛ به‌دست 

آوزید: 
۴ (۳ ۲۷۶ 2۳ ۳۲ (۲ ۱۱۵ 
۶ ۶ ۱۰۴ (۶ ۸۳۰۷۸ (۵ :۷۱۷۲ ۴۱ 

۶ قانونی برای محاسبةهٌ ذهنی مجذور عددهای دورقمی که به ۵ 
ختم شده‌اند مثل ۳۵ یا ۸۵ بیدا کنید. 

۶ آیا هر عدد اول می‌تواند یکی از ضلم‌های پهلوی زاویه فافه در 
مثلث فیثاغوری (مثلث قائم‌الزاویه‌ای که طول ضلم‌های آن» عددهایی طبیعی 
است)» باشد؟ برای وتر چنین مثلث‌هایی چطور؟ 

۶ ۲۱۶۴ . به‌شر ط و < ۱ + ) بل پم مطلوبت انیت مات ه 


۱ ۱ 
۱۳۵۷۳ 
۳ اصت۵ث۵‌ 
4 


۷ .: ثابت کنیك تفاضل مجذورهای دو عدد درست ۰ که بر ۳ و ۳ 


۶ به‌ازای چه مقدارهایی از عدد طبیعی 7؛ حاصل عبارت 


(۳ 0۸4+ ۲۳ +۵4 + 4+۱ + ۲ ع< ۷ 


۶ این مجموع را محاسبه کنید: 


ما ند تن ٩‏ ی 6 
۲۴ . تابت کنند؛ عدد 


٩٩... ۷ ۰. ۹‏ <- 1] 
۰ بار (۱-) بار ‏ (۱-) بار 


۶ روی یک شکل» درستی اتحاد زیر را نشان دهید: 


وان من ۱۲:2۶ 6 ) 
۶ اگر داشته‌باشيم : 


۷/2 + ۷ ۱۳۷ 


برای عددهای طبیعی 2 و ۰ چند زوج جواب به‌دست می‌آید؟ 
۶ این عدد را درنظر می‌گیريم. 


9 < ۱۲ +۲ +۳۳ +... ۳ 


۱۹۸ 


ثابت کنید» عدد ] بر عددهای ۹۶ و ۱۰۰ بخش‌پذیر است. بافی‌مانده 
حاصل از تقسیم عدد 7 بر ٩۷‏ را پیدا کنید. 

+ در مربعی با ضلع به‌طول ۰6 مستطیلی را با مساحت پرابر 5 
محاط کرده‌اييم به‌نحوی که» هر راس این مستطیل روی یکی از ضلع‌های 
مربع باشد (دو راس مستطیل روی یک ضلع مربع نیستند). طول فطر این 
مستطیل را محاسبه کنید. 

+۵ از راس ۸ در مربع (۸1101 با ضلع به‌طول برابر »» خط 
راستی گذرانده‌ايم تا ضلع 0 را در ۸7 و ادامة ضلم بر را در ۷ 
قطم کند (۸ و 13 و ") و (1 را؛ به همین ردیف و درجهت عکس حرکت 


۱ ۱ ۱ 

۰ ۱۸۷ ۱6۸/۱ 
(منظور از |/۰|0 طول پارمعط راست 07 و منظور از |۰67۷ طول 
باره‌خط راست ۸۷/) است). 

۶۷ نقطه‌های 11 و ۰۸۷ نقطه‌های وسط ضلع‌های و ۸( 
از متوازی‌الاضلاع ر] ۸۳ هستند. خط‌های راست ۸ و ۰11/۷ در 
نقطه ۳ به‌هم رسیده‌اند. مساحت مثلث ۰۸/۷۲ چه بخشی از مساحت 
متوازی‌الاضلاع مفروض را تشکیل می‌دهد؟ 

+۷ . ثابت کنید» عدد ۲۳۳ + ۲۰ پر ۱۰ بخش‌بذیر است. 


۶ : و 1 چه عددهایی باشند تا داشته‌باشیم: 


مه - ۵ ۳۱4 ده + اراد ۲ 


٩‏ تجزیُ چندجمله‌ای‌ها 
به‌صورت ضرب عامل‌ها 


۶ روش‌های تجزیه چندجمله‌ای‌ها 
چندجمله‌ای راء گاهی می‌توان به‌صورت ضرب دو یا چند چندجمله‌ای تبدیل 
کرد. اگر چنین عملی ممکن باشد» می‌گویند: چندجمله‌ای» به‌صورت ضرب 
دو با چند عامل تجزیه شده‌است. 

تجزیه جندجمله‌ای‌ها» برای ساده‌کردن کسرهای جبری؛ پیدا کردن مجموع 
چند کسر جبری» حل معادله‌ها و بسیاری جاهای دیگر» لازم است. 

لبته» هميشه نمی‌توان یک چندجمله‌ای را به‌صورت ضرب عامل‌های 
ساده‌تر» تجزیه کرد و درحالت‌هایی که این تجزیه ممکن باشد؛ اغلب 
با دشواری می‌توان به نتیجه رسید. درواقع» یک قانون کلی» برای تجزية 
چندجمله‌ای‌ها وجود ندارد و اگر از حالت‌های ساده بگذريم» در هر مورد 
خاص باید روض خاصی پرای تجزیه جست‌وجو کرد. و اين؛ درحالی است 
که «تجزیه»» اغلب می‌تواند به ساده شدن عبارت‌های جبری یاری رساند. 

در این فصل» از روش‌های ساده‌ای که می‌توانند در تجزیه چندجمله‌ای‌ها؛ 
به ما کمک کنند» صحبت شده‌است. برخی از روش‌های پیچیده‌تر هم» ضمن 
حل مساله‌ها آمده‌است. 

۱ روش پیدا کردن سازه یا عامل مشترک (فاکتورگیری). اکر همه 
جمله‌های جند‌جمله‌ای» در عامل یا عامل‌هایی مشترک باشند» می‌توان عامل 
یا عامل‌های مشترک را از آن‌ها جدا کرد. 

جندجمله‌ای 0 - 6۲ را درنظر بگیرید. هر دو جمله ؟» و ۰-00 
دارای عامل 4 هستند (به‌زبان دیگر» هردو بر 4 بخش‌پذیرند). 4 را می‌نویسیم 
و در شمت زاست آن؛ برانتزی باز می‌کنيم؛ در داخل پرانتر» خارح‌فسمت 


و ۵ ۲ 


چندجمله‌ای مفروض بر ۵ را فرار می‌دهیم. 
( - ۵)ه < 9اه - آه 


مغال ۰۱ (۲ ۲۵۳ - ۷۵۲/۷ < ۱۴۵۵۵۲ - :۷۵۲2 
مفال ۷ 


(۵ آی۴ + هب۲ - ره ۶ 


(آبه۲ + رب  -‏ ۳۲2) ۲۵ 


را به. دو یا حیل گروه تقسیم کرد و سس در هر گروه؛ عامل‌های شنت کب 
را بیدا گرد. این روش وفتی کارساز اقب ۳ که : ۱( نعداد جمله‌ها) در همه 
گروه‌ها دک باشل ؛ 1 عبارت‌هایی که در گروه‌های مختلف ؛ هل درون 
برانتزها بدید می‌آید» یکسان باشند. دراین‌صورت» این عبارت مشترک (که در 
داخل برانتزهاست) ) به توبهٌ خود» عامل مشترکی می‌شود که» چندجمله‌ای را 
تجزیه می‌کند. 
مثال ۳. 
<< بو + رنه 1 92 + 6 
(و + ه)(0 + م) ع (۵ + م)ن + (۵ + مه > 


مثال ۴. 


۱۵۵۲ - ۴۵0۲ د ۶ - ۱:۵ 
نت ( ۶0 ف ۴0۳) ۳ (۵ ۲ ۱۵۵ ت )0 - 

۳ ۱ 
(۲۵ لس ۲( ۳ ت‌ ۳6( سد. (۳۸ ت ۲۲۹ ۳ (۳۵ ِ_ 2۱۱۳۵ ِ_ 


۲ ۷ 


یادداشت. باید توجه داشت که درصورت لزوم می‌توان 4 - ۵ را 
ب‌صورت (0 - 0)- نوشت تا جمله‌های مشترک به‌روشنی دیده شوند و 
اشتباهی پیش نیاید. 

مثال ۵. 


۶» - ۲0۵ + ٩۵ - ۲۷۷ < 
<- ۲2)۳۲۵۰- 0( + ٩۷) - ۳۵( 
- ۲۸)۳۵۰- 9( - ۹/۳۵ - 0( < )۳۵ - 0()۲ - ٩0( 


۳ تبدیل جمله‌ای از چندجمله‌ای. گاهی برای استفاده از روش 
گرو‌بندی» لازم می‌شود» جمله‌ای از چندجمله‌ای را به مجموع یا تفاضل 
مثال ۶. 


< ۲۲ - و + 7 
< (۲ + )0 - (۲ + )و < ۲۵۲ - وم - ویر ۲ < 


رو - )(۲۵ + م) < 


مثال ۷ 


۱ - ۳ -- ۴۲ 
(۱ - 2) + (۱ - )۴2 ع ۱ - و 4 ۴۵ و۴ 
(۱ + ۱()۴ - ») < 
۳ استفاده از اتحادها. باتوجه به اتحادها و این‌که هر اتحاد؛ به‌معنای 
آن است که دوطرف برابری درواقع یکی هستند» یعنی یک چندجمله‌ای 


۲ ۳۲ 


به دو صورت مختلف نوسته شده‌است) می‌توان برحی از حند جمله‌ای‌ها را 


تجزیه کرد. 
مثال ۰۸ 


< ۲۵۷۲ + ۲۰2 +4 ۴2۲ 
"(و۵ + ۲۵) < "(۵) + (۲)۲2()۵ + ۲2(۲) < 


مثال .٩‏ 
(ع) - (9ا») ع< 6 - ام 
(آع - اه)( ی + اه) < 

مثال ۱۰. 
< "۵ + (۲2) < ۱۲۵ + ۸2 
(۲۵ + ۱۰۶ - ۵()۴۵۲ + ۲۵) - 

مثال ۰۱۱ 


۲۴ + ۱۱۲ 1+ ۲/ 
(۳ + ۸۱ +۱) < ۸۳ + (۳ +۸) 4 ۲ 
موفقیّت در تجزیه جندجمله‌ای‌ها اغلب» رن به این دارد که بتوانیم ) 


رش‌های یاد شده را به‌هم ترکیب کنیم. 
متال ۱۲. 


۱۲ + ۴ج‎ ۳۲ 
< )۱۲ -۳۵۲( + )" - ۴(  ۳)۴ - ۲( - 0۴ - 2:۲ ( 


(2 - 2()۳ - 2()۲ + ۲) ع (۵ - ۳)( ۵ -۲) < 


۲ ۳ 


ها . تجزیه یک سه‌حمله‌ای درجه دوه. برخی از سه‌جمله‌ای‌های درجه دوم 
را» می‌توان بدون دشواری و با روش‌های مختلف» تجزیه کرد ولی راه‌حلی 
۳ و حجود دارد که شر سه‌جمله‌ای در حه دوم را به‌شرطی که قابل‌تجزیه 
باشدء می‌توان به‌یاری آن تجزیه کرد. با مثالی» مطلب را روشن مي‌کنيم. 
مثال ۰۱۳ می‌خراهیم ؛ سه‌جمله‌ای درجه دوم ۸ -- ۳ - ۲ را تجزیه 
روش اول. جمله ۲7- را به‌صورت :۲2 + ۶- می‌نويسيم: 
(۱۸- ۳۵) + (۶9 - آ) -- ۱۸ و۳ ست: و 
(۳ +۶۵4 -2) < (۶- )۳ + (۶ هه 
روس دوم. از اتحاد 
+ «(0 + ع) + ۲ ع (9 + ۵()2 + ) 
استفاده می‌کنيم. سه‌جمله‌ای ۱۸ - ۳ - "25 به ضرب دو پرانتز تجزیه 
می‌شود که حمله مشترکی آن‌ها برابر استگ ۳ 
۱ 3 )| 3( ۱۸ ۳ ۳ 
دوجملهٌ غیرمشترک درون پرانتزها» باید چنان باشند که جمع جبری آن‌ها برابر 


۳- و حاصل‌ضرب آن‌ها پرابر ۱۸- شود. عدد ۱۸ را به چند طریق می‌توان 
به‌صورت ضرب دو عدد نوضت 

۱۵ ده از ۶ ۱۸ 
۱ و ۱۸ یا ۲ و ٩‏ با هر علامتی که درنظر گرفته شوند» نمی‌توانند مجموعی 
پرابر ۳-- داشته‌باشند» ولی دو عدد ۶- و ۰۳ مجموعی برابر ۳- دارند. 


۱ 


(۳ ۳ )۶ ۳ 3( ح | سب ۴ سب 2 


۲ ۴ 


روش سوم (روش کلی). جمله‌های درجه دوم و درجه اول این سه‌جمله‌ای 
را درنظر می‌گیریم : - آ یو نسنیم جه عددی به این دو جمله باید اضافه 
نیم تا سه‌جمله‌ای حاصل» مجذور یک دوجمله‌ای شود. این عدد عبارت 


و ۹ ۹ ۱ ۱ 
۳ محد زر ان ترانو ۴ ای از دراین‌صورت سه‌جمله‌ای ۴ سب ۳ بت ۳ با 


۲ ۳ ۹99 ۳۹ 
۴ ۲ ۳ 


اکنون» به تجزيةٌ سه‌جمله‌ای اصلی می‌پردازيم : 


< ) + ۳() - ۶( 


درحالی که سه‌جمله‌ای درجه دوم؛ دارای ضریبی مخالف واحد باشد؛ 
ابتدا» از این ضریب فاکتور بگیرید» سپس عمل‌ها را ادامه دهید. 
مخال ۰۱۳۴ سه‌جمله‌ای ۶ - ۱۳ - ۵2:۲ را تجزیه کنید. 
حل. تجزیه این سه‌جمله‌ای با روش‌های اول و دوم مثال ۰۱۳ کار را 
اندکی دشوار می‌کند. ولی با روش کلی به مشکلی برنمی‌خوریم. همان‌طور 
که گفتیم؛ در آغاز از ضریب "۰3 یعنی ۵ فاکتور می‌گیريم : 
۳ 1 


اراس و ات ۱۳ ند اور 
۵ ۵ 


۱۶٩ ۶‏ ۱۶۹۱ 5 [ 
حت بت سب سم تلد بت مت از ۵ ح 
۵ و و ۱ و و ۱ ۵ 


۵ ج ۲ 


۲۹ ۱۷ ۱۳ ۱ ۱۷ ۱ ۱۳ ۱ 
د | -ع) ۳ + -ع) ۵ - 
(۳- ۲()۰ + ۵2) < (۳ - و) ( ۶ +ع)ه- 


مثال ۱۵. 


ِ 3-۷ - | (۷+-ع) ۲ - 
(۲۷/۲ - ۳ - ۲:/۲()۲2 + ۳-(۲) -< 
مثال ۰۱۵ ثابت کنید سه‌جمله‌ای ۱۳ + ۴2 - :2 را نمی‌توان به ضرب 
دو عامل درجه اول تجزیه کرد. 
حل. با همان روش کلی عمل می‌کنيم. 
۱۳ 4 ۴ -(۴ +۴24 - "و) < ۱۳ ۴2 آ و 
+ ۲(۲ - و) < 
و روشن است که دیگر نمی‌توان کار را ادامه داد. درواقع» سه‌جمله‌ای ماء به 


مجموع دو مقدار غیرمنقفی (یا نه مجمو م دور مجذور کامل) تبدیل شده‌است 
۴ این ) به‌معنای آن اب که معادله در حه دوم 


۱۳ ۴2 - و 


۳9۶ 


جواب حقیقی ندارد. 


8 تعیین بزرگترین بخشیاب مشترک 
ر کوچکترین مضرب مشترک چندجمله‌ای‌ها. 
اگر بتوانیم چندجمله‌ای‌های مفروض را به ضرب عامل‌ها؛ تجزیه کنیم» شبیه 
عددهای طبیعی» می‌توانیم بزرگترین مقسوم‌علیه مشترک و کوچکترین مضرب 
مشترک آن‌ها را به‌دست آوریم. 

مثال ۰۱ مطلوب است بزرگترین بخشیاب مشترک و کوچکترین مضرب 
مشترک» بین چندجمله‌ای‌های 


۵ و ۲ ۲ 1 ۳ 


حل. درآغاز؛ هریک از چندجمله‌ای‌ها را تجزیه می‌کنيم : 
(۲ + ۳2 - )او ح< ۲۵۲ + ۳۵۲ - 2 (۱ 

- [(۲ + ۲2-) + (2 - "ه)] 2 
۱۱۷ - )۲ (۱ - ود )| 2 


تست 
سس 
ات 


1 


[(۱ - )۲ - (۱ + )(۱ - 5)ت] 2 
< |(۲ - ۲) + (2 - )](۱ )نج (۲ - و + آه)(۱ - »)5 < 


:(۷ +6۵ (۱ - )۳ > [(۱ - ۲۲ +(۱ - هس (۱ - )2 
ح ۴۱ 41 ۵ - )2 ۴۵۲ + و۵ 2 ۲ 


ح |(۴ لد ۴۵ --) با ( و مت )7 - 
(۴ - )(۱ - )۳ < [(۱ - )۴ - (۱ - )| 
به‌اين ترتیب با این دو عبارت سروکار داریم: 


(۴ ب.-_- )۱۱ ِ )3 و (۳ جات ۱۳۳ سب 23 


۲ ۷ 


بزرگترین بخشیاب‌مشترک برابر است‌با حاصل‌ضرب‌عامل‌های مشترک (پایه‌های 
مشترک با نماهای کوچکتر)» یعنی 


2۲) ۱( 


و کوچکترین مضرب مشترک» برابر است با حاصل‌ضرب عامل‌های مشترک 
(با نماهای بزرگتر) در عامل‌های غیرمشترک» یعنی 


2۲) - ۱(۲)5 + ۲() - ۴( 


کوچکترین مضرب مشترک را؛ به‌این‌ترتیب هم می‌توان به‌دست آورد که» یکی 
از جند‌جمله‌ای‌ها را بر بزرگترین بخشیاب مشترک تقسیم : ۴ خارجفسمت 
حاصل را در چندجمله‌ای دیگر ضرب کنیم. در مثال بالا» اگر جندجمله‌ای 
۴ بل ۲ ۲ را بر (۱ سس 23 (بزرگترین بخشیاب فشعرکت) ره سس 
: (۴ - )۱۱ - 273 ۲( د و۵  -‏ ۲ 
۱۱ - جو) "27 (۱ - 2) جذ 


۱۱ + )۱۳۲ س ) ۳] < [(۴ - «)] 

۴۱ - :2 )(۲ 4 )۲( -- و) ج < 
ولی اغلب پیش می‌آید که نمی‌توانيم چندجمله‌ای‌ها را تجزیه کنیم. دراین‌صورت؛ 
می‌توان با تقسیم‌های متوالی» ابتدا بزرگترین بخشیاب مشترک را پیدا کرد و 


سنیسن به‌یاری آن رو طبق قاعده‌ای که هم‌اکنون آوردیم) کو جکترین مصرب 
مشترک را به‌دست آورد. 


۸ ج ۲ 


مثال ۲. بزرگترین بخشیاب مشترک و کوچکترین مضرب مشترک این 
چند‌جمله‌ای‌ها را بیدا کنید : 


۸۰ + ۲۵ + ۳۳۵۲ + ۲۵ + ید ع< بر 


۶ د و - ۲۲ + ۲ -- 9 


برابر 2 و باقی‌ماندٌ حاصل از تقسیم برابر ۴۵:۲-۴2+۸ یا (۲+:2- :)۴ 
می‌شود. اکنون» بخشیاب؛ یعنی 


۲۲-۶ + ن 


۳ بر این یاقی‌مانده نقسیم می‌کنيم. برای سیم ) می‌توان از صریب عدی ۴ 
(در باقی‌مانده) صرف‌نظر کرد تا از بیدایش ضرب‌های کسری فرار یم 
دراین سیم ۰ خارج قسمت برایر 3 ِِ نا و بافی‌مانده براتر صر می‌شود : 

۶ د 7 - ۲۲ لد آ 2 


۲ +4 2 << 
ه و ست: > وه 


این آخرین بخشیاب (یعنی ۲ 1 متس <ِ( یعی وفتی‌که بافي‌مانده برابر صفر 
شدء همان بزرگترین بخشیاب مشترک است. به‌این‌ترتیب؛ بزرگترین بخشیاب 
مشترک جندخمله‌ای‌های ‏ و 71 برابر ۷ بل .سمل است. اگر ۱/ و ] را 


پر این بخشیاب مشترک تقسیم کنیم» هم درستی نتیجه گیری روشن می‌شود و 
هم تجزیه دو عبارت ۸ و ] به‌دست یل 


+(۴ ۲ ۳:۲ سل )۲ سل( 2 ۳ 
(۳ + ۲()۵ + و - آو) - وا 


۲ 4 


اکنون برای پیدا کردن کوچکترین مضرب مشترک بین ۸ و 3 مثلا 
خارجقسمت 8 بر ۲ + 2 - "2 را در ۸ ضرب می‌کنيم. به‌این ترتیب؛ 
کوچکترین مضرب مشترک بین ۸ و فا چنین می‌شود: 


)» + ۳()5۲ - + ۲()۲ +۳2 + ۴( 


روشن است؛ برای ساده‌کردن کسرها (که به بزرگترین بخشیاب مشتري صورت 
و مخرج نیاز داریم) و جمع و تفریق کسرها (که به کوچکترین مضرب مشترک 
مخری‌فا زنندیم: می‌توان از فمین, روش استطادة کزد. 
فقال ۸۳ این کنر راسافه کنند؛ 
۷ - ۲۸:۲ - ون 5 
هچ او مد رونت او 


حل. باید بزرگترین بخشیاب مشترک صورت و مخرج را پیدا کرد. 
دوباره تاکید می‌کنيم که» چون در تقسیم‌های متوالی» نیازی به خارج‌قسمت 
نداریم و تنها به بافی‌مانده؛ تقسیم توجه داریم» هرجا که لازم است» می‌توانیم 
چندجمله‌ای‌ها را در عددی ضرب و يا پر عددی نقسیم کنیم تا دچار 
ضریب‌های کسری نشویم. 

اپتدا مخرج را بر صورت تقسیم می‌کنيم» خارج‌فسمت برابر ۱ - 3 و 
بافی‌مانده تقسیم برابر ۳ + :۱۲2 - ۲۲ می‌شود که با تقسیم آن بر عدد ۰۳ 
می‌توان باقی‌مانده را ۱ + ۴ - ۳ درنظر گرفت. اکنون باید چندجمله‌ای 
صورت (بخشیاب تقسیم قبلی) را پر ۱ + :۴ - "2 تقسیم کنیم. در این 
تقسیم؛ خارج‌قسمت برابر ۲ (- : و بافی‌مانده برابر صفر می‌شود.درنتیجه 
آخرین بخشیاب» یعنی ۱ + ۴2 - ۰2۲ بزرگترین بخشیاب مشترک بین 
چندجمله‌ای‌های صورت و مخرج است. اگر صورت و مخرج را بر 


۱ 4 ۴:۲ سس هل 


ن ۱ ۲ 


تقسیم کنیم» هم تجزية عبارت‌های صورت و مخرح به‌دست می‌آید و هم 
کسر ساده می‌شود : 


۳ بد 2) (۱ ِ- مس 2 ۲ +4 ۷ -_ ۲ سب 2 
۱۱ + و د ۱۲ + ۴۵ - ") < ۱ +4 ۳۵ - ۱ 


و درتیجه 
۲ 4 ۲ ۱ 7 بت ست #7 
ی ی نت منت ۳ 1 
تمرین‌ها 


به ضرب عامل‌ها تجزیه کنید : 


۱( ۱۲۵۲۵ ۱۸۵0۲ + ۶۷: 

۲( ۳/6 ۲( + ۵۷) - ۲( + » - ۲۶ 

۳( ۱۴:۲۷)۸۵ + ۵0( ۳۵۵۷/۲/۸۵ + ۵(: 

۴( ۳۵۳۵۲ - ۱۲60۲:  ۵( ۳ - ۰ 

۰ سس اور راد و (۷ :وا ی (۶ 
+ 2( + رنه + و (۸ 

۴ + ۵2۲ - 2 (۱۱ :نو + 2 - 2 (۱۰ 


:(6 + 06/6 (6 - ۵6/0 + (0 + ۸0)/6 (۱۲ 
رت راب۲ مد رو ۲۵۵ مت اد ورد بو (۱۳ 
ق اس ۱۴۱۳/۲ 

۱۵( 2 - ۲2۵۲ 4+ ۱۲۰-۸ 


به ضرب عامل‌ها تجزیه کنید : 


.ای - 0 - آ - (ع +0 +6) (۱ 
بد "( -۵) (۲ 


:۳( --6) + (ع -0) + 


۳( + ع) + (2 -) + ( 4 2) 


۱ حاصل عمل‌ها را به‌دست آورید: 


۵ 


۰ ماع ۸ 
۰ - (۳ + ۲()۵ + ۱()۵ + )2 (۵ 
(آی + "0 + 6۲ -- ۲( + ان + 0( ۶ 


۱ 


۱ 
۱ 
مت [۳ 
۱ 
۱ 
۱ 


۹ " 3 7 5 ۱23 ۱ 
وسق ورن ۳ 33 

+ » طخ 
ویو و وی بو 
۳0 + ۵0 - ۲6 .وان ۲ ۲۵ 
6 +04 - 08 2 نت 2 ۴۱ 
و ات میلست یو 
( 0 بخ )۲ 0 - ۲۵ ۸ 5 
۱ 6۲ - ام - 0 ۷0+ ») 

-- ن و 

2 ۱ 17 1 -- 1 ۶۱ 
(و- )+ زو جیم) ؟ لاحق ر 2 
ی لوب ی 


۳۳ 


۲ این کس‌ها را سناده کنید: 


۱۶0 سب ۸۱ ۱ ۵03 ی ۵0 (۱ 
۲۲6 +۳6 گوت او #۶ 
"۳۲۵-۵ اس "2 ۱ 
0 ۳ 
وا پم 
۷۵۷۲ - :۲۴2 لا بل این 
۳۲ ۲ سره ی (۵ 
۷ + ۱۰۵ + ۴ ۸ 4 6 
17 
۲ او یی ست وتا 
و  -‏ و ۳ 
تست ز ت (۷ 
ورد ۱ 3 
7 ۲۲ 
۱ ۱ ۱ 
0 ان 
3 / ار این : 
: تک 1 ۷ 2 2۳ 1 


۹۱ ۱۷۲ - ۱۶ - ۱ ند هد‎ ٩ 
ود ای یت‎ ۸ 


با سم را به ضرب دو عامل تجزیه کنید. به‌نحوی که یکی از 


۳ 1 كِ ۱ 
/ آ ( + ]) ِِ"- 


را به ساده‌ترین صورت خود بنویسید. 
۵ حاصل این عبارت‌ها را بیدا کنید : 


0۲ دن0عم۲ - 
۱( هس 
- 6 


۱ ۲0 بد ؟ نت ور 


به‌ازای ۵ /۰- < ۵ و ۱/۵- < و 


بمازای ۰۸۲۵ هه س ها 


6 +4 0 64 ۲ 
۵ ۰۸ < عم ۱ 
سب بهزای ۵ - » - ن 
وا + و 


۶ مي‌دانيم ۱- < + ۵ و ۱ < »۰ مطلوب است محاسبة 


+۲ + 6۲ (۳ :0۲ + 6۳ (۲ :0 + ه (۱ 
۴ + ۲ (۶ :0۳+ ۵۲ (۵ ید +چد (۱ 


۱" 


۶ بافرض ۰ < (06 06 - ۲/6۷ + 6 ۰ ۶و ۱+ و 
۵ ۵ تقایل کنید: 


< 4[ - )+ 4 
0-6 (6 )+ آ 
یز 

۳۳۸ م۳ دا ساده کنید (۱- ِ 1أ. 


. این کر را ۷ ال 


20 + ۳( + 0۱/6 + 6 
0 + (0 +9()۵۸ + آه) 


تابت کند» عدد ۲۳۳۱۴۳۱۴۴۹+ عددی مرکب است؛ یعنی 


۶ تثابت کنید عدد 


٩ - ۵ - ۴ 


۳ 


به‌ازای هر عدد درست ۰1 بر ۱ بخش‌بدذیر اتتتک: 
۶ : و ۷ را بیدا کنید» به‌شرطی: که 
۱(<۵ - () < (7) 
این کسر را ساده کنید: 


۲۹۵ - ۴۱۳۷/۲ + ۴ 
۵ + ۳۰/۴ - ۲ 


۴۴ تایست کتتا برای این که داسته‌پاسيم : 
2 - 1 ۳ 2 _ دا ان 00 ات 
11 5 73 ۳ 
پاید داشته‌باشیم 3 < 2 + پا ۷ < 2 +۰ (2 و و 2 مخالف صفرند). 
۵ ۲ ۲ . این کسر را ساده کنك: 
(» - اا د (م - ۳ + (را - 6) 1 
( - )6 + (0 )0 + (6-0) 6 


۱( 5, < ۱4 ۲4۳ 4 ۱ 


هه ات ۱۳ ی (۲ 
هت له ۱۳ سکن( ۱۳ 


حل مسأله‌ها 


ریاضیات بیشتر شیو؛ُ عمل است تا شیو؛ یادگیری 


براور 


گر " 1 ‌ 
پیش‌از اغاز 

۱ از ۲ آغاز شده‌است و عددهای طبیعی» پشت‌سرهم؛ به‌ردیف 
آمده‌اند. بنابراین» سه عدد بعدی عبارتند از ۰۸ ٩‏ و ۱۰ 

۶« یادداشت 1 وفتی عددها؛ طبق فانونی به‌دتبال هم ببایند ) به‌نحوی که 
با آگاهی از آن قانون بتوان آن را ادامه داد» به این ردیف عددها دنباله» یا 
دفق‌تر دنباله عد‌دی و به‌هر لد آن؛ یک حیله از دئباله گویند. در این جا» با 
دنیاله عددهای طبیعی (با آغاز از ۲( سروکار داشتیم. یی لا دز ریاضیات با 
دنباله‌های بی‌بایان (نامتناهی) سروکار داریم. 

بهترین دنباله‌ها؛ آن‌هایی هستند که بتوان جمله‌های پشت‌سرهم را» درآن» 
ازروی دستوری (که به‌شکل یک فرمول ریاضی باشد) پیدا کرد. اگر چنین 
دستوری برای تعیین جمله‌های یک دنباله وجود داشته‌باشد. آن را جمله عمومی 
دنباله گویند و معنمو لا با 14 نشأن می‌دهند که معرف جمله ام دنباله است. 
مثلاً جملهٌ عمومی؛ برای دنبالة عددهای طبیعی» چنین است: 


زا 
اگر به‌جای 11 عدد ۱ را فرار دهیم» نخستین عدد طبیعی به‌دست می‌آید : 
۱ 7 1۸۱ 


۳۱۶ 


و اگر به‌جای 1 عدد ۱۰ را فرار دهیم» دهمین عدد طبیعی به‌دست ی 
۰ <- ,1۸۱ 


ولی کاهی 14 معرف ردیف حجمله تیستا+ جرأکه ممکن ات مقدار ۰14 از 
۲ یا ۴ يا عدد دیگری آغاز شود. مثلاً در مساله ماهم؛ جمله عمومی همان 


(۱ < 8) # << ۱-بلا 


است؛ولی می‌بینید که باشرط ۱ < « همراه است. در این‌جاء به‌ازای 
۲ < ۰7 جملهٌ اول و به‌ازای ۷ < 7: جمله سشم دباله به‌دست می‌آید » 
به‌همین مناست آن را با ۱-بیلا نشان دادیم : ,14 همیشه معرف جمله ام 
است. 

#یادداشت ۲. ما پاسخی برای مسالةٌ خودمان پیدا کردیم؛ ولی می‌توان 
پاسخ‌های دیگری هم برای این مساله پیدا کرد. درواقع؛ اين مساله؛ بی‌نهایت 
جواب دارد. در یادداشت ۱ گفتيم جمله‌های پشت‌سرهم یک دناله را 
می‌توان» با در دست داشتن جملهٌ عمومی آن» بیدا کرد. دنباله‌ای را درنظر 
بگیرید که جملهٌ عمومی آن» چنین باشد: 


+ (۷-)(۶-)(۴()۸-۵ - ۳()8 - ۲()0 - ) < ولا 
(۷ < «) 


اگر تنها به این نکته توجه داشته‌باشید که» حاصل‌ضرب هر عددی در صفر » 
برایر صفر است» آن‌وقت اگر به‌حای 71 به‌ترتب ۰ عددهای اه رت وج 
و۱ را فرار دشیم ء ۹ حمله اول دنباله ره د ستا می‌آید که جنین اند : 


۷ ۷۰ هو ۲و۱ 


۳۱۷ 


بنابراین» می‌توان» برای پاسخ به مساله» این سه عدد را نام برد: 


۰ ۵۰۴۹ ۷۲۸ 
و اگر جملهٌ عمومی را؛ به‌صورت 


۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
۶ + (۷- )...۰ (۳ - )(۲ - )-س < را 
۷۲ 
درنظر بگیریم» شش جمل اول دنباله» همان (۱ < 7) عددهای مساله؛ یعنی 
اه را ۷ فقس نا می‌آید و سه جملهٌ بعد از آن‌ها جنین‌اند : 


٩.۱۶, ۵ 


خودتان می‌توانید جمله‌های عمومی دیگری برای دنباله درنظر بگیرید به‌نحوی 
که شش جملهٌ نخست آن» همان شش عدد مفروض باشد» ولی برای سه 
جمله بعد» عددهای دیگری به‌دست آید. 

برای ۱۱ دنبالةٌ بعدی هم تلاش کنید» جملهٌ عمومی با بنویسید. آیا 
جملهٌ عمومی وجود دارد؟ آیا این جملهٌ عمومی یگانه است؟ ار مساله 
پاسخ‌های دیگری هم دارد» برخی از آن‌ها را پیدا کنید. 

۲) پاسخ: ۲ 

۳) پاسخ: ۰۳۵ ۴۰ و ۴۵. 

۴( پاسخ : 1 

۵) پاسخ: ۶۴ ۰۱۲۸ ۲۵۶. 


۶( پاسخ : ,3 ۲ آ: 
مس ۰ 3۲ ۱ 
۷پسبی: ۰۲ ؟ و ب. 


۳۱۸ 


شکل ۲۵ 


۰) پاسخ: ۰۳۸ ۷۶ ۷۸. 

۲۱) پاسخ: (دنبالة عددهای اول): ۰۱۷ ۱٩‏ و ۲۳. 

۲) پاسخ: ۳۱۰۳۹ و ۴۳۱. 

یادداشت. به‌جز ۰۲ بقیه عددهای اول» عددهایی فردند. در دنباله 
عددهای اول «دوقلرها‌یی وجود دارد» یعنی عددهای فرد پشت‌سرهم که 
هردوی آن‌ها؛ عددهایی اول‌اند. مثل 


فا ۵ 
مب و۱۱۷ | و ۳۲ ۱ ۳ 


در این‌جا» درهر پرانتز دو عدد اول پشت‌سرهم گذاشته شده که» درضمن 
دو عدد فرد پشت‌سرهم‌اند. یعنی» در هر پرانتز» یک «دوقلوی اول» نوشته 
شله‌است. 

۴ پاسخ را در شکل ۲۵ می‌بینید. 

«یادداشت. با استدلالی ظریف» می‌توان پیش از تلاش برای حل 
مساله‌هایی از اين‌گونه» متوجه شد. ایا مساله جواب دارد یا بدون جواب 
است؟ یعنی. آیا با یک حرکت قلم می‌توان آن را رسم کرد یا نه؟ 

ابتدا دو تعریف را می‌پذيريم. اگر نقطه‌ای را که» درآن چند خحط 
(مستقیم يا منحنی) به‌هم رسیده‌اند» گره بنامیم» آنوقت در شکل‌هایی نظیر 


۲ ۹ 


شکل ۲۶ 


شکل‌های مسالهٌ ۴» با دونوع گره ممکن است برخورد کنیم: ۱) گرهی که 
ازآن» به تعداد زوجح خط خارج شده‌است (گره‌های زوج) و ۲) گره‌هایی که 
تعداد خط‌های خارج‌شده ازان» فرد است ( گره‌های فرد). 

اکنون؛ این حکم را ثابت می‌کنيم : 

مر شکلن را که هد گره‌های آن زوج باشد ویا: به‌جز گره‌های زوج: نها 
دو گره فرد داشته‌باشد» می‌توان با یک حرکت قلم رسم کرد. 

در مسالةٌ ۴» همه گره‌ها در دوشکل سمت چپ زوح‌اند و شکل سمت 
راست تنها دو گره فرد دارد (دو نقطهٌ انتهایی سمت چپ و سمت راست) ؛ 
به‌همین مناسبت؛ همه آن‌ها را می‌توان بایک حرکت قلم رسم کرد. 

درحالتی که تنها با گره‌های زوج سروکار داریم» می‌توان از هر نقطه 
دلخواه شکل آغاز کرد و بعد از پیمودن تمامی شکل. به نقطهٌ آغاز حرکت 
رسید. ولی توجه کنید: این حرکت را نمی‌توان به دلخواه انجام داد: مثلا 
شکل ۲۶ را درنظر بگیریم. در این‌جا» همه گره‌ها» زوج است (از هر نقطه 
برخورد» چهار خط خارج شده‌است).فرض کنید از نقطة 5. آغاز کرده‌باشیم. 


و ۲۳۲ 


اگر در اغاز حرکت؛ دایره را دور بزئیم و خود را دوباره به 5 پرسانیم» مواجه 

با بر بست می‌شویم. ولی اک ضمن دور زدل دایره») دز یکی از گره‌ها؛ 

روی محبط یکی از مثلث‌ها حرکت کنیم و بعد از آن که دوباره به اين گره 

رسیدیم» باز هم بخشی از دایره را دور بزنیم و» سپس روی محیط مثلث دوم 

حرکت کنیم و سرانجام» بقیه محیط دایره را دور بزنیم» راه‌حل بیدا می‌شود. 
منله می‌توان » روی شکل 1 این هسیر ر انتخاب کرد 


ج 777 + ۳۳ جب 7۳ - ۹۸ 
5 ج 77 + 7۳7 + 72 +170 + 


همین مثال» روشن می‌کند که با آغاز از نقطه‌ای مثل 5 دوباره در پایان 
کار به‌همان نقطة آغاز حرکت برمی‌گرديم ؛ درضمن؛ مسیر منحصربه‌فرد نیست 
و می‌توان مسیرهای متفاوتی به‌دست آورد (اگر روی شکل. از نقطهٌ 5 آغاز 
کنیم» چند مسیر برای حرکت وجود دارد؟ یا می‌توانید. تعداد اين مسیرها؛ 
یعنی تعداد جواب‌ها را بیدا کنید؟). 

دلیل اصلی قابل‌حل بودن شکل‌های با گره‌های زوج این است‌که وقتی 
روی یک خط به گرهی رت ۶ ناچاریم روی خط دیگری از گره خارج 
شویم و به‌این‌ترتیب» دو واحد از تعداد خط‌های مربوط به این گره کم 
می‌شود تا؛ سرانجام؛ تعداد آن‌ها به صفر برسد. 

اکنون به‌حالتی می‌پردازيم که؛ به‌جز گره‌های زوج؛ تنها دو گره فرد 
داشته‌باشد. شکل ۲۷ از این‌گونه است: در نقطه‌های ۸ و ) دو خط و در 
نقطه‌های 7 و 7 چهار خط به‌هم رسیده‌اند؛ بنابراین» ۸ و 4 ۶ و ۲ 
گره‌های زوحاند. و در هریک از نقطه‌های 17 و (1 سه‌خط به‌هم رسیده‌اند 
(دو گره ۶ و ( فردند). 

اگر از یکی از گره‌های فرد» و مثلاً ۰12 آغاز کنیم و مسیر (1 ۸0 را 
بپيماييم» مساله حل می‌شود؛ زیرا اگر مسیر (۸0:1 را از شکل حذف کنیم. 


۳۳ 


۲2 
شکل ۲۷ 
پقية شکل» تنها با گره‌های زوج سروکار دارد و بنابراین با آغاز از نقطةٌ (1 
می‌توان (مثل حالت اول)» با حرکت یک قلم؛ همه خط‌های شکل را بیمود 


و دوباره به (] رسید. 


دراین حالت» به دو نکته توجه کنیم. از نقطه 17 آغاز کردیم و در نقطهة 
( به‌پایان رسم رسیدیم. یعنی دراین‌حالت باید از یک گره فرد آغاز کرد و در 
گره فرد دوم» رسم را تمام کرد (برخلاف حالت گره‌های زوج؛ که می‌توانستیم 
از نقطهٌ دلخواهی آغاز کنیم و. سرانجام» خود را به‌همان نقطه برسانیم). 

نکته دوم این‌که» مسیر نخستین را باید طوری انتخاب کرد که بعد از 
رسیدن به گره فرد دوم» بخشی از شکل جدا شود و بقیة آن» شکل مستقلی 
باشد. 

مثلاً» اگر سیر نختیتین را روی خط راست (1 1311 مي‌گرفتيم؛ به 
بن‌بست می‌رسيديم و مساله حل نمی‌شد. 
| محاسیه کید در شکل, با آفاز از لفط ره چند مسیر وجود دارد که 
بحل مساله را به‌پایان برساند؟ 

در همین‌جا یادآوری می‌کنيم» اگر شکل؛ دارای چهار گره فرد باشد با 


۳۳ 


اکنون تلاش کنید» مساله را درحالت کلی (یعنی وقتی دارای :/ گره زوج 
و 17 گره فرد باشد) تنظیم و) در حالت‌های مختلف» نوع جواب را مشخص 

لثونارداولر » ریاضی‌دان بزرگ سده هجدهم در سال ۱۷۳۶ میلادی وقتی 
که سی‌ساله بود» مساله‌ای را طرح و حل کرد که به‌همین مسالهٌ «حرکت پيوستة 
روی شکل» بدون جدا کردن قلم از آن؛ مربوط می‌شود. 

رودخانه پره‌گل که از شهر گنسبورگ واقع در روسیه می‌گذشت هفت پل 
داشت که کرانه‌های رود را به‌هم وصل می‌کردند. مساله «اولر» چنین است: 

آیا می‌توان از هر هفت پل رودخانة پره‌گل و از هرکدام تنها یک بار عبور 
کرد؟ 

و اولر ثابت کرد: این مساله جواب ندارد (چرا؟). 

۵ با این‌که» این مساله را؛ با علامت # مشخص کرده‌ايم؛ نمی‌توان آن 
را جزو مساله‌های دشوار به‌حساب آورد. خواهیددید با اندکی توجه» می‌توان 
کلید حل مساله را پیدا کرد. 


بیشترین آگاهی دز آن جأ داده سده‌است که از ضربت یک . یک‌رقمی 


۳۳۳ 


عددی بصورت (۷۷*) به‌دست آملماست : 


)۱( فك 
لش 
اگر عددهای یک‌رقمی (از » تا )٩‏ را درنظر بگیریم؛ تنها از ضرب دو عدد 
۲ و ٩‏ ویا از ضرب دو عدد ۱ و ۰۷ به عددی می‌رسیم که به ۷ ختم 
شده‌است. ولی ۱ و ۷ را باید کنار بگذاریم زیرا اگر جمله دوم ضرب (۱) 
را برابر ۱ بگیریم» حاصل‌ضرب دورقمی می‌شود نه سه‌رقمی» و اگر جمله 
دوم ضرب (۱) را ۷ بگیريم جملهٌ اول ضرب باید برابر ۱۱ باشد» ولی 
بازهم دراین‌صورت حاصل‌ضرب دورقمی می‌شود. 
بنابراین» ضرب (۰)۱ به یکی از این دوصورت است : 


.۲۰۰ ...با ٩‏ # 
4 با ۴ 
۷۷ ۷۷۷ 


و برای این‌که حاصل‌ضرب به ۷۷ ختم شود. باید به‌این صورت باشند: 


ولی اگر مقسوم‌علیه را -برابر ۵٩‏ بگيريم آنوقت» از ضرب رقم دوم 
خارج‌قسمت (یعنی ۷) درآن » به عدد ۴۱۳ می‌رسيم درحالی‌که بنابر 
فرض مساله» اين حاصل ضرب باید به‌صورت 


> ۷ 


باشد. درنتیجه) مفسوم‌علیه پرابر ۵۲ و رقم سمت چب خارج فسمت» برابر 
٩‏ همی‌شود , 
شلد دورقمی یهد ست آید ؛ واین ) ممکن لمتتصت مگر این که رقم ناسا راست 


خارج فسست برابر واحد باسد. 


"0"۱«۶۳ ۱ ۵۳ 
۷/۷ 12 


۳۷۳ 


اد وود ۳ ند اد #۶ ۳۲۰ 
دا #۷ ۳ 
با چا ۵ 
ما ما اد ۳  .‏ 
#: ۵ :#۷۷ ۳ج چا 
۲ + ۵ ب و ۰ ۹ 


(در بین رقم‌های صرب یدسا چب رقم ۷ ورحجود ندارد ور در ضرب ام تیا 
راست؛ بجر آن جه در صورت فیساله: داقة شبله‌اسسک: بازهم رفم‌های ۴ ۵ 
ژِ ۳ وجود دارد). 


۲ ۲ ۵ 


سس | نع هس اس | س 
ح بت ود اس 
نی 
#س 
ست. تا | ۰ 
کس حت اه 
>> | ص تا | 
سس | اس 


و اگر شلد مجهول» برایر واحد باشد) مجموم دو عدد دیگر برابر ۳ 
۴ مجموع سبه عدد برایر ۵ می‌شود. به‌این ترتیب» بایل مجموع سه‌عدد» یعی 
نت ۱ 
بر ۵ بخش بدیر باسل و عدد مجهول؛ برابر ۸ این مجموم است. 
ولی بنایه فرض ؛ 11 عددی اسیت اول و بنابراین ) لد 


کز ور کر وق د: رز 


وقتی بر ۵ بخش‌بذیر است که داشته‌باشيم : 2 ل. پس مجموع سه عدد 
یا ٩‏ 
۵ ۵۰۵-2 ۵۷۵۰۵۷ - *۵ 


و عدد مجهبرل جنین می‌شود: 
۱ 
۳۱۵ خت 7۱۲۰۱۲۵ ۵ 


۷ در بسیاری موردها؛ برای پیدا کردن یک يا چند عدد. باید به 
جست‌وجو پرداخت؛ عددهایی را که می‌توانند جواب باشند» مورد آزمایش 
قرار داد که» درنتیجه یا جواب موردنظر پیدا می‌شود ویا روشن می‌شود که 
مساله جواب ندارد. 

ولی این جست‌وجو. نباید همراه با نااگاهی و به‌اصطلاح «کور؛ باشد. 
وقتی چیزی را گم کرده‌اید. تمام شهر یا محله و یا سراسر منزل خود را مورد 


۱ 
۳۶ 


جست‌وجو فرار نمی‌دهید» بلکه می‌انديشید که احتمال وجود این چیز در 
کجاها می‌تواند باشد؛ یعنی در آغاز» محدوده مورد حست وجو را خگ ۳ 
تنگ‌تر می‌کنید و» سپس به‌دنبال آن‌چه موردنظرتان است» می‌روید. 

به مسالهٌ خودمان بر می‌گرديم. درآغاژ » نمی‌دانیم آیا این مساله جواب 
دارد یانه! البته می‌توان» عددهای طبیعی را از عدد ۱ درنظر گرفت و؛ برای 
هر عدد» مجذور و مکعب آن را پیدا کرد تا» اگر مساله جواب داشته‌باشد 
به‌آن برسیم. ولی اين» همان اروش کور» است و به‌جز وفت زیادی که از ما 
هیر گرد و» به‌دلیل «کور بودن» و «طولانی بودن» خود؛ کسالت‌آور و خسته‌کننده 
است (و چه‌بساء ما را از ادامه کار منصرف کند)؛ روشن نیست درکجا باید 
جست‌وجو را فطع کرد! 

صورت مساله و شرط‌های آن را» با دقت مرور کنیم. دو عدد؛ روی‌هم 
۱ رقم دارند . .. آیا ممکن است: این دوعدد» یکی مجذور و دیگری مک 
یک عدد سه‌رقمی باشند؟ کوچکترین عدد سه‌رقمی برابر است با ۱۰۰ و 
داریم : 

۰ سس آه و۱ 


۵ و و و و و۱ ح< و و ۱ 


مجذور ۰ عدد ۵رقمی و مکی آن عل د ۷رقمی است ج روی‌هم ۱ رقم. 


ولی ما بیش از ۱۰ رقم نداریم. اما 


:(چهار رقم) ۹۸۰۱ - ٩٩۲‏ 
(شش زف) ۹۷:۲۹" ٩۹۳‏ 


بنابراین؛ عددی که مجذور و مکعب ان روی‌هم ۱۰رقم داشته‌باشد» دورقمی 
است (البته» کنار گذاشتن عددهای یک‌رقمی» امری روشن است). 


۲ ۷ 


آیا همه عددهای دورقمی ر مورد آزمایش فرار دهیم؟ نه! مثله 


(چهار رقم) ۲۰۲۵ < "۴۵ 
(پنج رقم) ۵ -- ۴۵۲ 


دور عدد ) روی‌شم "رقم دارند, دروافع؛ دخستین علد دورفمی که مجذور ۴ 
مکعب آن؛ روی‌هم ۰رقم دارند» عدد ۲۷ است : 


((چهار رقم) ۲۲۰۹ < ۲۷۲ 
(ششش رقم) ۱۶۳۸۲۳ + ۴۷۲ 


به‌این‌ترتیب» تنها باید عددهای از ۴۷ تا ۹٩‏ را مورد آزمايش قرار داد. 
درضمن» معلوم شد خود عددهای ۴۷ و ۹٩‏ را هم باید کنار گذاشت» زیرا 
مجذور و مکعب آن‌ها؛ از همه رقم‌ها استفاده نشده‌است و در آن‌ها؛ رفم‌های 
تکراری شم وجود دارد. تنها ۵۱ عدد برای آزمایش بافی می‌ماند : 


۴۸, ۴۹, ۵۰,۰۸ 


باز هم دفت کنیم. شاید بتوانیم تعداد آن‌ها را کمتر کنیم. چهار نوع عدد وجود 
دارد که رقم مایا راست مجلذور ِ مکعب آن‌ها؛ یکی 9 عددهایی ۹ 
به ۰6 ۰۱ ۵ یا ۶ ختم شوند. مثلا 
۵۰ - ۵۵۲ 
۵ - ۵۵ 
می‌گذاريم. در بین عددهای از ۲۸ تا ۰۹۸ پنج عدد به ۰۰ پنج عدد به ۰۱ 
پنج عدد به ۵ و پنج عدد به ۶ ختم می‌شوند؛ روی‌هم ۰ عدد. اگر این ۳ 


عدد راهم از محدوده آزمايش خود خارج کنیم» ۳۱ عدد می‌ماند. 


۳۳۸ 


آزمایش» اگر در مجذور عدد؛ رقم تکراری وجود داسته‌باشد» 
لزومی ندارد ) مکعب آنرا هم به‌دست بياوريم. مثلا 


۵۶۲ - ۳۶ 


که درآن» رقم ۳ تکرار شده‌است و؛ بنابراین باشرط مساله سازگار نیست. 
درضمن) لازم نمی‌شود؛ همه این عددها را آزمایش کنیم» زیر وفتی به 
عدد ۳٩‏ برسیم ) به‌دست می‌آید : 
۶٩ -- ۱‏ 


۹ -- ۶۹ 
که باهمه شرط‌های مساله می‌سازد. بنابراین پاسخ مساله این دوعدد است : 
۹ و ۴۳۷۶۱ 


الیته ) اگر بخواهیم تابت کنیم که : مساله پاسخ تیگ ندارد باید 
عددهای از ۷۲ تا ۹۸ راهم مورد آزمایش قرار دهیم. 


جواب نمی‌توان پیدا کرد. تنها پی‌گیری؛ تلاش و حوصله می‌تواند ما را به 
نتیجه برساند. در این‌جا برای هر حالت یک جواب داده شده‌است : 
۸٩ - ۱۵ +‏ 4 ۴۵-۶۷ -- ۱۳۳ 
و۱ ح ۲۱ .لد ۳ 4 ۲ لد ۸-۷۳ ٩‏ 
٩‏ پاسخ: 8 ۱+ <) ۵ ع) ه 
۵ ۱ . پاسخ : هه ۱۵ << ۲۷۴ 4 ۴۳۴۱ 4 ۲۸۱ +4 ۱۳ + ۱۳ 
۱ بلافاصله روشن می‌ شود که جلنگر؛ نه بهروز است ونه سروس ۰ 


زیرا بهروز خواهر دارد و سروش» دربین سه نفر از همه کوچکتر نیست. 


۳۲۹ 


بنابراین» چلنگر» همان مزدک است. سروش نمی‌تواند تراشکار باشد؛ 
جون درصورت مساله گفته شده‌است : «سروش از تراش‌کار» بزرگتر است». 
بنابراین» سروش همان جوش‌کار است. 

پاسخ: بهروز: تراش‌کار؛ مزدک» چلنگر؛ سروش : جوش‌کار. 

۲ این مساله و مساله فبل در گروه مساله‌هایی قرار دادند که به 
آن‌ها» مساله‌های منطقی می‌گویند و؛ به‌نظر من» هر دانش‌آموزی باید به آن‌ها 
ببردازد. دروافع ؛ هر انسانی در هر گام با «مساله‌هایی»- گاه ساده و گاه 
دشوار - مواجه می‌شود که باید آن‌ها را به‌صورتی «معقول» و «منطقی» حل 
کند. و اگر به «استدلال و داوری منطقی» عادت نکرده‌باشد؛ نمی‌تواند مسیر 
درست زندگی خود را پیدا کند. 

حل «مساله‌های منطقی»» گرچه به‌ظاهر» ربطی به ریاضیات ندارد» ولی 
دروافم» موجب تقویت انديشه و بارور شدن استدلال ذهنی (برپایه وافعیت‌ها) 
می‌شود» و اين همان چیزی است که در ریاضیات. به‌آن نیازمنديم. 

مساله‌های منطقی با «چیستان‌هاه از این جهت اختلاف دارند که در 
آن‌ها» نه بازی با واژه‌ها وجود دارد ونه تلاشی برای گمراه کردن خواننده است. 

همچنین» مساله‌های منطقی با مساله‌های ریاضی این تفاوت را دارند که 
در آن‌ها» نیازی به هیچ‌گونه آگاهی از درس‌ها؛ مفهوم‌ها و قضیه‌های ریاضی 


كت 


۷! 


در مساله‌های منطقی» تنها از حکم‌هایی استفاده می‌شود که برای همه‌کس 
روشن و بدیهی‌اند» مثل: پدر از پسر خود بزرگتر است؛ در تیم والیبال یا 
همه مردند یا همه زن؛ سرهنگ بزرگتر از ب گ 8 است و غیره. 

بهترین و مناسب‌ترین روش برای حل مساله‌های منطقی (که البته» تنها 
بتوان همه حالت‌های ممکن را نشان داد. مثلك برای مساله ۱۲؛ این جدول 


۳۳۵ 


ان 


اگر مثلاً متوجه شدیم که مژده. نمی‌تواند بالرین باشد» آنوقت در جدول؛ 
درسطر جلر مژده و در ستون زیر بالرین» نشائه «منفی (-) می‌گذاريم. با 
اگر به‌این نتیجه رسیدیم که توکا؛ همان نقاش است. جلو نام توکا و در ستون 
نقاش ‏ علامت مشت (+) می‌گذاريم. وقتی تمامی جدول به‌همین صورت 
نشانه گذاری شود و در برابر هر نام تنها یک نشانه «مثبت» وجود داشته‌باشد» 
آن‌وقت مساله به‌طور کامل حل شده‌است. 

اکنون به‌حل مسالهٌ ۱۲ مي‌پردازيم. 

از شرط اول معلوم می‌شود که توکا و سهراب هیچ‌کدام خواننده نیستند. 
بنابراین می‌توانیم» در خانه‌های مربوط نشانة منفی بگذاریم. از شرط دوم 
متوجه می‌شویم» مژده نه نقاش است و نه نویسنده» و از شرط سوم می‌فهمیم؛ 
رامین و توکا نویسنده نیستند. اگر نشانه‌های «منفی» را درجای خود قرار دهیم؛ 


جدول به‌این‌صورت درمی‌اید. 


۳ همین‌جا؛ معلوم می‌شود که سهرات؛ نو پستلدة اسست راین روش را روش 
حذف می‌گویند» با روس حدف یه نو پسنده بودل سهرابت تن بردیم). جلو نام 


۳۳۱ 


سهراب و زیر ستون نویسنده» نشانه «مثبت» و زیر سه ستون دیگر (بالرین 
نقاش و خواننده) نشانه «منفی» می‌گذاريم. 

اکنون» شرط‌های ۲ و ۴ را باهم مقایسه می‌کنيم: سهراب به دیدار 
تقاش» رفته‌است» درضمن. توکاء سهراب را نمی‌شناسد. یعنی توکا» نقاش 
پست وا پیش‌از این دیدیم که توگا: نه خوانده است و له نویستدهن. پنابراین» 
تنها یک حالت باقی می‌ماند: توکا؛ بالرین است. نشانة «مثبت» را در خانه 
موردنظر می‌گذاريم. دراین‌صورت مژده و رامین نمی‌توانند بالرین باشند. پس 
مژده خواننده است. و سرانجام رامین» تنها می‌تواند نقاش باشد. مساله؛ 


به‌طور کامل» حل شد. 


ً. محمو عه‌ها 
۳ الف) مجموعةه عددهای یکرقمی (به‌عنوان مثال) : 


یبط با ۱ 18 


ب) مثلا؛ مجموعه قمرهای طبیعی مریخ. مریخ تنها دو قمر طبیعی 
دارد : فوبوس و دیموس. يا مجموعة عددهای یک‌رقمی غیرصفر و بخش‌پذیر 
فا ۲ 


۱۴, ۸( 


ت) مثلا مجموعة قمرهای طبیعی زمین؛ زمین تنها یک قمر طبیعی دارد : 
ماه؛ مجموعةٌ عددهای اول بین دو عدد ۸٩‏ و ۱۰۱ (۹۷)؛ ۹۷ تنها عدد 
اول بین ۸٩‏ و ۱5۱ است. 

ث) هر مجموعه تهی» مثل مجموعهٌ عددهای اول بین ۱۱۳ و ۱۲۷ 
(یین این دوعدد» هیچ عدد اولی وجود ندارد) ؛ یا مجموعه پزشکان ۲ساله + 
پا مجموعة اتومبیل‌های یک چرخ. یا مجموعهٌ مثلث‌های چهار زاویه. 


۳۳۳ 


0 


شکل ۳۹: ,2) حوط راست سب دو نقطه هشترک دارنل () حیط راست 
توق مزا ترا 6( مر مار اقماه ساف قزاقر 


9 93 


شکل ۳۰: ی دایره‌ها» دو نقطه بف دارند «أ) دایره‌ها ول نقطه مشترکی 
دارند 0( دایره‌ها: نقطه مشترک ندارند 


۴ این مجموعه می‌تواند دو عضو داشته‌باشد (وقتی خط راست. دایره 
را فطع می‌کند) يا یک عضو (وفتی خط راست بر دایره مماس باشد) و می‌تواند 
مجموعه‌ای تهی باشد (وفتی خط راست در بیرون دایره باشد). سه‌حالت را 
در شکل ۲٩‏ می‌بینید. 

۵ دو دايره می‌توانند دو نقطه يا یک نقطهٌ مشترک داشته‌باشند ویا نقطه 
مشترکی نداشته باشند (شکل ۳۰) 

یادداشت. در بیان موضوع‌هایی که به ریاضیات مربوط می‌شوند از 
جمله‌های مبهم یا جمله‌هایی که تردید ایجاد می‌کند» برهیز کنید. بهتر است 
برای خط راست و دایره یا دو دایره از وازه «نقطه‌های مشترک» استفاده کنید» 
زیرا معمولا درحالت عماس بودن خط راست بر دایره یا مماس بودن دو دایره 
برهم ‏ نمی‌گویند «نقطهٌ برخورده. «نقطهٌ برخورد» یا «نقطه تقاطم» را برای 
حالت 4 (در شکل‌های۲۹ و ۳۰) به‌کار ببرید و برای حالت 0 (شکل‌های 
٩‏ و ۲۰ از واه «نقطه مشرک» پا «نقطه تماس؛ استفاده کنید. 


۳۳۳ 


۳ 
شکل ۳۱: 2) خط‌های راست» یک نقطه برخورد دارند <) خط‌های 


راست ؛ زفوله برخحوردی ندارند 


7 یک یا هیچ (شکل ۳۱). 
۰.۱۷ زه! مجموعه هی ۳ مجموعه [ه) فرق دارد. 


0 7 )۰( 


مجموعه هی عصوی ندارد ) درحالی‌که مجموعه ۰1 سک مجموعه یکانی 

۸ بله. ۱ یک عدد است. درحالی‌که (۰1۱ یک مجموعه است. ۱ 

٩‏ معمولا» و به‌ویژه در ریاضیات» یک مجموعه نمی‌تواند عضو 

مجموعه مربع‌ها خودش مربم بیست ؛ 

مجموعه عددهای طبیعی » خحودش یک عدد نیست و ... 

ولی مثلاً می‌توان این مجموعه را درنظر گرفت : 

«مجموعه همه مجموعه‌ها» 

اگر امجموعه همه مجموعه‌ها را 2 بنامیم » به‌ظاهر 9 می‌نواند عضو 
خودش باشد» زیرا ۸ هم یک مجموعه است. ولی برتراندراسل ریاضی‌دان 
و فیلسوف انگلیسی؛ ثابت کرد که درهرحال (چه ۸ را عضو خودش بدانیم 
و چه ۸ را عضو خودش ندانیم)» ازنظر منطقی دچار تناقض می‌شویم. 


۳۳۴ 


.۰ دراین‌جا» از بحث تفضیلی دراین‌باره می‌گذريم؛ چراکه در ریاضیات؛ 
با مجموعه‌هایی کار می‌کنيم که کاملاً معین‌اند» عضو خودشان نیستند و 
بنابراین» ضمن عمل با آن‌ها؛ دچار تناقض نمی‌شویم. 

اکنون خودتان» به‌این پرسش پاسخ دهید. 

چرا 4 با (4] فرق دارد و چرا (4) عضو خودش نیست؟ 

۰ الف) جون ۱ - سل و ۳ 27 2 دو مجموعه برابرند؛ 

ب) بله برابرند» پ) بله. ت) نه! اگر مجموعة عددهای بخش‌پذیر 
بر ۴ و ۶ راه ۸ و مجموعة عددهای بخش‌پذیر بر ۲۴ را ] بنامیم» داریم: 


ای ۲۸ ۲۴۳۶ 1۱۲ نت #ن 
[۷۲,۰۰۰ ,۴۸ ,۲۴) و 


می‌بينيم که ۸ نسبت‌به 11 برعضوتر است و شامل عضوهایی است که عضو 

#یادداشت. اگر عدد 7 بر دوعدد » و 0 بخش‌بذیر باشد. به‌شرطی 
۳ حاصل‌ضرب 0 بخش بذیر است که ) قفا تسسخا به هم اول باستل (یعنی 
مقسوم‌علیه مشترکی نداشته‌باشند ؟ به‌زیان دیگر؛ شر دو شعدد 4 و )۹ به‌جز 
۱ برهیچ عدد دیگری؛ با هم بخش ‌بذیر تاشتبدا: لا اک تفش ات ۳ ۶ ۳ 
بخش بذیر باسد » ۳ 7 بخس پدیر اسیت ؟ يا عدد بخش بذیر بر ۳ و ۲ ۲ ؛ 
و عدد بخش بذیر بر ۱ و ۲۵ بر و ۳۵ بحش یدیر از 

۴ ژ ۳ سست به هم اول دیستنل (هردوی آن‌ها» بر ِ بخش پذیرند) ) 
بخش‌پذیر باشد. 


٩ عت:‎ 


۲ ۳ ۵ 


ج( بله. هردو» مجموعه‌هایی تهی‌اند. 


چ) بله» زیرا 
۱/۷۵ ۷ هس 
ها ۶۳ 


۱ نه. زیرا ۲۵ ۰۸ ۳۷ 


3 ۴ 
۰ اک اص ریت کی را برابر واحد بگيريم ۸ کسر با شرط‌های مساله 


4 ۸ ۷ بل ۸۳ نز : 
با صورت برابر ۰۲ ۴ کسر (مخرج باید از صورت بزرگتر باشد و درضمن 
زوج هم نباشد) : 


۷٩ ۲ ۲ ۲‏ 
۹ ۳ 
و به‌همین‌ترتیب» ۲ کسر با صورت برابر 3 
۲ ۲ 
ار ۵۳۱۷٩‏ ۲۲ 
سه کسر» را صورت برابر ۴ 
 -‏ طی و : 
۷٩‏ ۵ 
چهار کسر باصورت برابر ۵ 
۵ ۵ ۵ ۵ 
٩‏ ۷۰۸ ۶۳ 


ما 
> | 


یک کسر با صورت برانر ۳: دوکسر با صورت پرابر ۷ : 


۷ ۱ ۸ 
چ و سرانجام یک کسر با صورت برابر ۸: ج. 


۳۳۶ 


عضو های مجمه عه را به‌ترسب صعو دی ) از جچب به‌راست نوشته‌ايم : 
۲ از ال ۳ ۳ وه ۳ ۵ ۲ ۱ ۲ لا ۷ ۷ ۲ ۲ 


قیقر ام او یی و سای اه ی ری فد تا 


۷ ۱ ۲ ۵ ۱۹ص 6 

لا و ها ۱ ۳ ۳ لها: ۳ لا: ۳ 

٩ ۲ 4 ۶ ۷ ۸ ٩‏ ۷ ۳ ۸ ز 
یادداشت : می‌دانید ) ازیین دو تن با مخرح‌های برایر ) کسری کو جکتر 
است که صورت کوجکتر داشته‌باشد؛ از بین دوکسر با صورت‌های برابر» 
کسری کوچکتر است که مخرج بزرگتر داشته‌باشد؛ در صمن می‌نوانیم دوکسر 


ی ر به‌یک صو رب » با به‌یک محرح تبدیل یی شلد برای دوکسر 


۳۲ 
ج د »گر صورت و مخ کس او را پر ۲ و صورت و مخرج کسر 


۲ ۱ ۲ ۱ 


مسب بد اب و سس مد - 


۵ ۲۸ ۵ . ۷ ۳ 


۱ . 
جون ۵ /۲ از ۲۳ ۲۸ بزرگتر است؛ پس چ از 7 کوچکتر است. 


همچنین می‌توانستیم» صورت و مخرج کسر اول را در ۷ و صورت و 
مخرج کسر دوم را در ۵ ضرب کنیم : 
۱۵ "۱۳ 1 
۵ ۳۷ ه 
۱ ۱ ۰ سس ۲ ۱ 
مخرح‌ها بر ابرنك. حول 7 از ۱۵ کو جکتر اسست: بسن ۸ از ۷ کو جکتر 
ولی برای مقایسه دوکسر اغلب می‌توان از این قانون هم استفاده کرد : 
و به‌صورت و مخرج کسری : یگ لاد اضافه کنيم؛ این کسر به‌واحد 
نزدیکتر می‌شود» یعنی اگر در آغاز از واحد کوچکتر باشد» بعد از اضافه 


۳۳۷ 


شدن یک عدد به‌صورت و مخرج آن» بزرگتر می‌شود و» برعکس» اگر در 
آغاز از واحد یرگ باشد: با اضافه کردن عددی به‌صورت و مخرج؛ کوچکتر 


می‌شود. 
مثلا» اگر بخواهيم این دوکسر را باهم مقایسه کنیم : 
۴ ۲۴۵۷ 
٩۱/۴۳ 7 ۷‏ 


روشن است؛ تبدیل این دوکسر به کسرهایی که مخرج‌های برابر داشته‌باشند 


و ۳۴9 ۳ 
و و ٩۱۷‏ 5 ۹۷ 1 


(صورت و مخرج را؛ ۱۰۰ برابر کردیم.) 


۳ ۳۴۰۰ ترا شا ۱ 


٩۷۲۳ 7 ۹۷۰۰ ۲ ۷‏ 
9( ۲ تن 
۳ ۳ 17 از واحل کو چکتر ات ) پبس وفی به صورت و محرحم ان ) ۳۳ 
واحد اضافه کنیم» کسر بزرگتر می‌شود.) 
۲ ۳۴۷ 
سس < ی 7 
1۳0۳ 999 
اکنون از نتیجه‌های ۲ و ۳ به‌دست می‌اآید : 
۹۳ ۳۳ 5 ۳۷ 
٩۷۴۳ 7 ۹۷۴۳ ۷‏ 


۳۱۳۵۷ ۳ 
پعنی کسر تسج از کسر مج بزرگتر است. 


۳۳۸ 


قایتتت, ولی کنو که محرح واحل داسته‌باسشد » کسر سست 4 بلکه عددی 


دز تسیا افتنگان 
۳ پاسخ : 
([۲,۲-) < 13 :(۷) < ۸ 


زارف ون رنه رو جم 2 


۵ 4 مجموعه‌ای تهی است» زیرا ۱ + ۲ 3 به‌ازای یک عدد حقیقی » 
می‌تواند برابر صفر شود: 4 ۸4. 

مجموعه تهی یست و یک عضو دارد: » < *؛ (۰) < ]. 

۶ الف) نادرست؟ )4 یک مجموعه است و دربين غضرهای 
مجموعة [۰ ,۰۱۱ چنین مجموعه‌ای وجود ندارد. ب) نادرست؛ ۵ 
مجموعة تهی است و مجموعه تهی عضو مجموعة (۱,۰) نیست. پ) و 
ت) درست. ث) نادرست. ج) درست. 

۷ 11۰,۱۳ یک مجموعة یکانی است» یعنی تنها یک عضو دارد؛ 
ین عضو حردشن یک مجموعه است: مجموعه [1 ,۰ 

۸ الف؛ ب)؛ پ) و ت) نادرست؛ ث) درست و ج) ۵ 

0 پاسح : همه درست‌اند. 

۵ بله. زیرا ۸4 یک مجموعه تهی است و مجموعهة تهی؛ زیرمجموعه 
هر مجموعه‌ای است. 

۱ الف)» ب) و ب) درست‌اند؛ ج‌( تافوستت است: 


۳ 4 


ز 


و( 
۱۱۷۹۱۱۵۱ 


۳۳۹ 


(۱ 


وا 


۳ پاسیخ: 
۵ 
وس 
ره 
( 12,۷2 
زقس ۲۵ نت دوصوراب می‌توان نوشت (واژه افچمو عه! را تکرار نکرده‌ایم) : 


چهارضلعی‌ها ) ذوزنقه‌ها ) متوازی‌الاضلاع‌ها > لوزی‌ها > مربع‌ها 


۵ ۸4 یک مجموعه تهی است. زیرا از ۵ ) ۸ (فرض) و ۸ ) ۵ 
(4 زیرمجموعةٌ هر مجموعه‌ای است) نتیجه می‌شود. ۵ < ۸. 

۶. پاسیخ: 1 ۰ ۸. 

۷ اگر مجموعة عددهای طبیعی» یعنی مجموعه ۸ را مجموعة مادر 
یا مرجم بگیریم» داریم : 

11 ) ۸۸,۷۰ ) 4 

درضمن؛ نسبت به مجموعة مرجم ۸ مجموعة 13 متمم مجموعة ") و 
مجموعةٌ /) متمم مجموعه را است. همجن می‌توان نوست : 


تانق و19 مت کار سد.) 


۲۳۴ 


۸ برای حل این مساله» کافی است؛ به‌قضية بسیار ساده‌ای توجه 
۳ 

اگر یک عضو به عضوهای مجموعه‌ای اضافه کنیم» تعداد زیرمجموعه‌های 
آن» دوبرابر می‌شود. 

درواقم» همه زیرمجموعه‌های مجموعه اول» زیرمجموعه‌های مجموعة 
دوم هم هستند» درضمن» اگر عضو جدید را به عضوهای هریک از 
زیرمجموعه‌های قبلی اضافه کنیم» باز هم زیرمجموعه‌هایی از مجموعه جدید 
به‌دست می‌آید و» به‌این‌ترتیب با اضافه کردن یک عضو به عضوهای مجموعه» 
تعداد زیررمجموعه‌های آن دوبرابر می‌سود. 

مجموعه یکانی (مجموعه‌ای که یک عضو دارد) دارای دو زیرمجموعه 
است : ۵ و خود مجموعه. 

مجموعه‌ای که دو عضو داشته‌باشد» دارای ۲ * ۰۲ یعنی ۲۳ یا ۴ 
زیرمجموعه است : 

مجموعة تهی ؛ دو مجموعه یک‌عضوی و یک مجموعة دوعضوی. 

به‌همین‌ترتیب» باتوجه به قضیة بالا مجموعهٌ سه‌عضوی دارای ۲ < ۲۲ 
یعنی ۲۳ يا ۸ زیرمجموعه است؛ 

مجموعهةٌ چهارعضوی دارای ۲ ۷ ۲۳ یعنی *۲ یا ۱۶ زیرمجموعه است؛ 

و سرانجام» مجموعه #عضوی دارای ۲۳ زیرمجموعه است. 

۰۹ پاسخ را درشکل ۳۲ می‌بینید. 

هشیر ادا اقب با فا اه لاه 


۲ عمل با مجموعه‌ها 

۰ پاسخ : همه رابطه‌ها درست‌اند. 

۱ از برابری ۸ < 1۶ لا نتیجه می‌شود که 1۶ باید زیرمجموعه‌ای 
از 4 باشد (۸ ]) ) واز 7 < ۸ لا نتیجه می‌شود: ۳ ] ۸ و 


۳۳۱ 


شکل ۲۲ 


و 0 (۲ ,۲ < ۲۱۶ ل) و ۵ 2 ۲۲1 ۰5 پس 


(۲,۴) < ه لا (۲,۴) < (7 .) لا (۱۰) ) 


ی ۱ ۰ ۷ 

۳ از؛ ی عد لا شچه می‌شرها ان بر زر 
نتیجه می‌شود ۲ ) بل پس ۲ < ,1. 

۲ طبق فرض داریم 0 ) ۲ و از »1 < ۲۱ 1 نتیجه می‌شود 
ک بسن لارجد نظ. عکس در گزارهها حزدتان خاینتا,کید: 

۳ در ۶ لام همه عضوهای مجموعه 2 وجود دارد» پس در 
مجموعهٌ ۲۱07 11 هم باید همه عضوهای 11 وجود داشته‌باشد و این به‌شرطی 
ممکن است که ۶ زیرمجموعه‌ای از ) باشد. پس ۶ » ظ] (در .حالت 
خاص» ممکن است ) < ]). بنابراین به برابری 13 < 13 ۸۱1 می‌رسیم 
و اين» به‌معنای آن است که ۶ ۸ (در حالت خاص» ممکن است 
و 1۸ 


وفش 


۱ ۳ ۱50 ۱ 5 5 ۱5 ۰ 


2 55 5 5 1 7 


(0 با ۸ ۵ (8 نا ۸) (0 0 8) دا ۸ 


شکل ۳۳ 

پاسخ. 0 1 ۸. 

4 پاسخ را در شکل ۳۳ می‌بینید 

۶ الفت) (6 0۱ )۲۱/۱4 ۸) لا( ۲۱ ۸) 

ب) (0 0۱ )۱( ۲۱ ۸) 

۷ از فرض 4۵ < ۸۲۱ معلوم می‌شود دو مجموعه ۸ و ۰11 عضو 
مشترکی ندارند و"از هم جدا هستند» یعتی اگر ۸ 6 ,"آنذوفت ظا ۶ ؛ 
ولی 13 ۶ 7 به‌معثای ]1 ع * است. یس هر عضو ۰۸ درضمن عضو 1 
ابا در هه ور 

۸ پاشخ‌ها را درشکل ۳۴ ببینید (صفحةٌ ۲۳۴). 

)بش در رو ابش ب) 
(۸ - ظ) < ۸+ ت) (]۸۱) 6 ۸. 

۰ پاسخ: (۲۱ ۸) < ظ ۸۱1. 

۱ باتوجه به ویژگی بخشی (مساله ۴۵ را ببینید) داریم : 


۸7] ۲۳ ۸۱ ۸ ۱۳۳۵۵ 
1 0۸۱ ( < ۸۱ 


سل ]سر 


۳۳۳ 


)۸ 0 ۲ 6( ۱۱ 3 - ۱۱8۸ 0 0( - 
< 8۱ )۸ 0( 

اکنون پرانتزی را که کنار گذاشته‌بوديم؛ وارد می‌کنيم : 

0۱۵۳ ۸0 لا 9 ۸0۵/۱۵40۵۵ 13۱ 
۸ ۱ - 1۱00۸0۸۲ - 
یعنی ۸ لاللا < (. 

۲ ) برای سادئی کار؛ به‌جای نمادهای لا و ۰۲۱ به‌ترتیب از 
نماده‌های ساده 7 ۴ صرب استشاده می‌کنیم ) یبعی ر 8 ۸4 را به‌ صو رت 
+ ۸ و ۸۲۱ را به‌صورت ۸۱1 می‌نویسیم. دراین‌صورت عبارت 2 
چنین می‌شود : 

0 + ۸0 + (0 +۸( + 0۸ -< 7 
ابتدا؛ حمله اول این عبارت را ساده می‌کنيم : 
(0 + 090۸ + 6) ع ( +( + ار 
]060۳ + 00۸ + /۸۳0 + ۸۸0 < 
0 << ۵ د ۵ + ۸0 + ح 
بنابراین» عبارت‌ها چنین می‌شود: 
)۱( ۲ + ۸۱۱۵۱ + ۱907 ۶ << ۶ 
که با استفاده از نمادهای اصلی جنین می‌شود : 


(۵ ۱ ۲۱۶ ۸) لا( ۲۱ ۱۸۲ 0(۱ ۲۱۲۱ ۸) < 7 


۲ ۳ ۵ 


درضمن باتوجه به این که و "و با ن) مجموعه‌هایی تهی هستند؛ 


0 + ظ + 0۸()۸ + 0 + ۸) < 2. 
درنتیجه» 2 را به‌این صورت هم می‌توان نوشت : 
( دا لا 00۱۸۲۱0۸۵ ۱۵( 0 ) ۱( 0 ۲۸ < 2 
۲) عبارت 7 با نمادهای سادهٌ جمع و ضرب چنین است : 
۵ + ۸۵ + ۸۵ + ۸0 < 1 


که اگر به برابری‌های ۸1 < ۳ + 1 < ۸ + ۸ توجه داشته‌باشیم 


به‌ترتیب به‌دست می‌اید. 


7 < )۸0 + ۸۹ 0( + )۸ ۵ + ۸0( 


- 101۸4 + ۸( + 0۸ + ۸۳( > 
[90 400 << 0/۳9 + (<< 


پتاپراین:. ).بجر 

۳. این‌ها» دو قضیه از ٍمورگان (۱۸۷۱-۱۸۰۶ میلادی) ریاضی‌دان 
اسکاتلندی است و درستی هردوی آن‌ها» به‌سادگی و به‌کمک نمودار ون ثابت 
می‌شود. 

یادداشت . نام اوگوستوس دمورگان (۱0:8۸ 1(6 ۸۱۵۱۱5۲115 ) روی 
مسالهٌ عام‌تری از نظریةٌ مجموعه‌ها؛ باقی مانده‌است. اگر ۸ را مجموعة 
مرجع بگيریم» آنوقت اگر در یک گزاره از مجموعه‌ها» جای نمادهای لا و 
۲ را باهم و جای مجموعه‌های 1 و ۵ را باهم عوض کنیم گزارة جدیدی 


۳۳۶ 


به‌دست می‌آید که آن را «دمروگانٍ گزاره اولی» گویند. مثلاً» دو برابری ۱) و 
عبارت است از برابری ۵ <- ۸ ۰۸ همچنین اگر اين برابری را درنظر 


)۱( ۸ (ه ۱۵ ۸) 6۵( با ۸) 


دمورگانٍ آن چنین می‌شود : 
(۲( ۸ ۱۵۸۵۸( ۵۸0) 
خودتان» درستی دو برابری (۱) و (۲) را ثابت کنید. 
باز هم دو برابری دمورگان هم. 
۳( ۸ > ۱۵ ۵۸( ۸۱) 


)۸ ۲۱ (۱ )۸ ۲۱ < ۸ (۳) 


درستی برابری‌های ۳ هم تانت کنك (مثالا به‌کمک نمودار ون). 
اکنون» دمورگان هریک از سه برابری زیر را بنویسید و درستی يا نادرستی 
هریک از شش رابطه را ثابت کنید : 
۸(۰ 0 0) دا (۸ 0 ) < 0۸( لا ظ) (۱ 
۰ با ۸ < ( 0۱ ۸ ۸۱۱ (۲ 
۵ < (۸ لا۵) ۲۱ (۸ ۸۲۱ (۳ 
۴ عبارت سمت چپ برابری را ۸ می‌نامیم که با نمادهای ساده 
جمع و ضرب. به این‌صورت درمی‌آید : 


۸80 + 9 + (+ 4 


۳۳۷ 


اکنون؛ داریم : 
۸ +( + و + ۸80 < ۸ + ۸ + ۶( + ۸0 < ر 
ازطرف دیگر 
< 0 +0 < 0 + و +90 


بنابراین 
<< 4 + ۸ < ۸ + ۸۸ 

۵اه . پاسح : ۰ ۶درصد. 

۶ راهنمائی. همیشه. مرکز مستطیل» یعنی نقطُ برخورد قطرهای آنء 
روی مرکز دایره است؛ به‌جز اين» می‌توان عرض مستطیل را به‌دلخواه کوچک 
گرفت» دراین‌صورت» طول آن مرتباً برگتر و به‌طول قطر دایره نزدیک‌تر می‌شود. 
به‌این‌ترتیب» هر قطر دایره را می‌توان؛ مستطیلی به‌شمار آورد که عرض آن 
برابر صفر است. 

پاسخ. اشتراک مستطیل‌هاء تنها نقطه () (مرکز دایره) است» ولی اجتماع 
آن‌ها. شامل تمامی دایره (0(,0) (نقطه‌های محیط و درون آن) می‌شود. 

۷ راهنمائی: اگر باره‌خط ۸1 را وتر کمان ۱۴۰ درجه» (یعنی 
ضلم مثلث متساوی‌الاضلاع محاط در دایر؛ (00,12) فرض کنیم و پاره‌خط 
راست 277) عمود بر اين وتر باشد» مثلث قائ‌الزاویه ۸ 07 در رأس ۸۸ 
زاویه‌ای ۲۰درجه بیدا می‌کند و بنابراین» طول پاره‌خط راست 21 برابر 
7 می‌شود (شکل ۳۵). 

پاسخ. اشتراک مجموعه اين مثلث‌هاء عبارت از مجموعه نقطه‌های واقع 
پر محیط و درون دایرة (218 ,0) و اجتماع آ‌ها» مجموعة نقطه‌های واقع 
بر محیط و درون خود دایرة (00,16). 


۲۳۳۸ 


شکل ۳۵ 


۸ این مجموعه‌ها؛ بهزیان کت هی 4 خی اند 


4 و و با ۱ ۸ 
(مجموعه‌ای بی‌بایان) . 3 1۳ < ز] 
۷ 1 با 


(بین ۴ و ۵ عدد طبیعی وجود ندارد) ۵ - (] 


پاسخ. 
۱ 
ی ۲۳۳ ۱ وال ۸ 
:۵ < ۵ ۲۱ ۸ < (1 ۲۱ ۸ 
6 ملاع لبز لا ی 
:۵ < 0 - ] 
۱,۲۳۰ < 9 - ۸ 
)٩,۱۰,۱۱,۱۲,..۰[‏ < ۸ - ) 


۹ الف) (] تنها زیرمجموعه مجموعه‌های ۸ و 17 است؛ مجموعه‌های 
] و ] به‌این دلیل که ۱ ِ 5 نمی توانند زیرمجموعه 11 باسند. 


۳۳۹ 


ب) ۸ می‌تواند برابر ۶ يا ۷ يا 7 باشد» زیرا هریک از این‌ها 
زیرمجموعة /) هستند» ولی زیرمجموعة 13 نیستند. 

پ) لا عد م. تا لا عد ریا (1 ۳۲ ۸. 

۰ الف) ) ) ۸ و. بنابراین از ۸ ع » نتیجه می‌شود 0 ع »؛ 
پس گزاره الف درست است؛ 

ب) 2 ع ۰۷ ولی ممکن است 0۵ عضو ۸ نباشد؛ این گزاره ممکن 
است درست و ممکن است نادرست باشد؛ 

پ) عضو 0 6 » ممکن است به ۸ هم تعلق داشته‌باشد» پس گزارة 
7 6 ممکن است نادرست باشد؛ 

ت) تنها می‌دانيم ۸ # 0 بنابراین لازم نیست به‌طور حتم 4 عضو 9 
باشد؛ پس این گزازه غمکی"است ادرنتنتا باشد. 

ث) بنابر فرض داریم 13 2 » و می‌دانیم 13 > ۰۸ پس گزارة ۸ 2 > 
هميشه درست است ؛ 

ج) چون ) ۶2 | و چون 0 > ۰۸ پس گزار؛ ۸ 2 ] هميشه درست 
اسینته. 

۱ نمودار الف) ۶ در ۸؛ نمودار ب) ۵ 7 ۲۱1۶ ۸؛ نمودار ب) 
۵ < 0۱۳ ۸4. نمودار ت) ظ ) ۰۸ 

۲ اگر داشته‌باشيم ] ع . آنوفت چنانچه 2 عضو ۸ باشد 
باتوجه به‌شرط (/ ۸۲۱ (۸۲۱) باید 7 عضو ) هم باشد؛ یعنی 
دراین‌حالت از تا ع. ۰2 نتیجه می‌شود ) ع 5. ولی چنانچه  ]‏ ۰ 
عضو ۸ نباشد. باتوجه به‌شرط ( (۸۱) ] (19 (۸۱). باید 2 عضو 
لا ۸ باشد و چون ۸ # ۰2 پس 6 6 . 

به‌این‌ترتیب» درهرحال ۶ ع 7 مستلزم ن) 6 ۸ است. یعنی 0 . 

یادداشت اگر برای مجموعه‌های ۰۸ 13 و ) داشتیم : 

( لا ۵( ۸۱۵) و ( 0۸۲۱ < ( ۸۲۱ ) 


ه ۵ ۳ 


از یک‌طرف بنابر حل خود مساله 0 » 3 و ازطرف دیگر چون می‌نوان 
نوشت : 


ملاا ع.ظ لیا گاو با ی ۲ ۸41 


بنابراین 1 ) ب) و درنتیچه ل) < و. 


۳ عددهای درست 

۳ مجموعء عددهای طبیعی» تنها نسبت به دو عمل جمع و ضرب 
بسته‌است» یعنی مجموع یا حاصل‌ضرب دو عدد طبیعی» خود یک عدد طبیعی 
است؛ ولی اين مجموعه نسبت به عمل تفریق بسته نیست. زیرا مثلاً حاصل 
۰0۵-۱ یا حاصل «۷-۷» یک عدد طبیعی نیست (۱۰- و ». عضوی از 
مجموعه عددهای طبیعی نیستند). 

مجموعه عددهای درست (مثبت» منفی یا صفر)» نسبت به سه عمل 
جمع؛ تفریق و ضرب. مجخوعه‌ای بسته است» یعنی نتیجه عمل‌های جمع؛ 
تفریق و ضرب دوعدد. بازهم عددی درست است. ولی مجموعه عددهای 
درست (۰)2 نسبت به عمل تقسیم بسته نیست زیرا مثلاً نتیجهٌ تقسیم 
۰ : 44۷ علاد درستی نیست. 

۴ اگر در تقسیم » بر 6» خارج‌قسمت برابر 4 و باقی‌ماند؛ُ تقسیم 
برابر 7 شود (البته 7 باید از | کوچکتر باشد)» می‌توانیم بنویسیم: 


دح و 


این برابری را (همراه با نابرابری 0 > )۰ رابطة تقسیم می‌نامند. همین رابطة 
تقسیم» روش آزمایش درستی تقسیم را به ما نشان می‌دهد» یعنی اگر عمل 
تقسیم درست انجام شده‌باشد. باید 

اگر حاصل‌ضرب بخشیاب در خارج‌قسمت را با باقی‌مانده تقسیم جمع 
کنیم» بخشی (يا مقسوم) به‌دست آید» اين» ساده‌ترین و مطمئ‌ترین روش 


۲ ۵ ۱ 


آزمایش درستی عمل تقسیم است. 

#یادداشت. روش دیگری هم برای آزمایش درستی تقسیم» وجود دارد 
که آن را «روش کنار زدن 4٩‏ با «روش استفاده از مضرب‌های ٩‏ می‌نامند. 
این روش بسیار ساده است و کار را به‌سرعت به‌پایان می‌رساند» ولی به‌آن 
اطمینان کامل نمی‌توان داشت و باوجودی که درمورد پرسش «آیا عمل تقسیم 
درست انجام شده‌است یانه؟»» پاسخ مثبت بدهد بازهم ممکن است عمل 
تقسیم درست انجام نشده‌باشد. 


برای آشنا شدن با این روش مثالی می‌آوريم. 


۳۱۵۰۹۱ ۳۸ 
۷ | ۷۸ 


در این جا ۳ چهار عدد سروکار داریم : ۳۱۳۵۱ (بخشی) ) ۳۸ (بخشیاب)» 
۸۷۳۸ (خارج‌قسمت) و ۷ (بافی‌مانده) . 


در هریک از این چهار عدد ‏ مجموع رئم‌ها و محاسبه می‌کنيم و هر چند 
مضرب ۹ درآن وحجود دارد » بیرون می‌رويم. برای بخشی : 


۲۱۰۲۱-۸2۳ - ۱ +۵4۹ +۴4 +۲ 
برای بخشیاب 
۱ ۱۰:۱۰ - ۸ + ۲ 
پرای خارج‌قسمت 
۵ ۸ ۲۳ ۲۳ ۷۸ ۸ 
و برای بافی‌ماندة تقسیم: ۷ 


۳۲ 


اکنون حاصل‌ضرب خارجقسمت در بخشیاب را با باقی‌مانده جمع می‌کنیم 
و دوباره مضرب‌های ٩‏ را از آن بیرون می‌رویم : 


۳۳ ب- ۰ - ۱۲ ۶۰ ح- ۷ + ۵ « ۱ 


این» همان عددی است که برای بخشی (بعد از بیرون کردن مضرب‌های )٩‏ 
به‌دست آورده‌بودیم. 

ولی توجه کنید» اگر به‌جای باقی‌مانده» یا خارج‌فسمت ویا هردو به‌اندازة 
مضربی از ٩‏ اشتباه کرده‌بودیم (مثلاً برای باقی‌مانده ۱۶ یا ۲۵ به‌دست آمده 
بود) » با این روش اشتباه عمل تقسیم روشن نمی‌شد. 

باوجود این» چون کمتر احتمال دارد که درست به‌اندازهة مضربی از ۰٩‏ در 
خارح‌فسمت يا بافی‌مانده اشتباه کنیم» استفاده از اين روض می‌تواند سودمند 
باشد. 

۵ يا جملهة اول تفریق (مفروق) را به‌اندازة ۱۶ واحد کم می‌کنيم ویا 
به جملهٌ دوم تفریق (مفروق‌منه) ۱۶ واحد اضافه می‌کنيم. 

۶ پاسخ. ۱) حاصل‌ضرب ۳ برابر می‌شود؛ ‏ ۲) به حاصل‌ضرب 
به‌اندازهُ ۳ برابر جمله دیگر اضافه می‌شود؛ ۳) حاصل‌ضرب نصف می‌شود؛ 
۲ از حاصل‌ضرب. به‌اندازة دوبرابر جملةٌ دیگر کم می‌شود. 

کوشش کنید» برای هریک از اين چهار حالت» دلیل بیاورید. 


۷ ) این تقسیم را درنظر می‌گیریم : 
4 0۰ < 6 
که درآن؛ » بخشی؛ 6 بخشیاب» ‏ خارحقسمت و ۲ باقی‌ماندهة تقسیم است. 
اگر دوطرف برابری را بر ۲ تفسیم کنیم» چنین می‌شود: 


و و گت 
۷ 9« 


۳ ۳ 


(توجه کنید» برای نصف کردن 90 تنها 6 را نصف کردیم» مسالهُ ۶۶ را 
ببینید) . بنابراین» اگر بخشی را نصف کنیم» هم خارج‌قسمت و هم باقی‌مانده 
اصب مي‌شوند. 

۲) پاسخ. اگر باقی‌ماندهُ تقسیم عددی بزرگتر از ۲ یا برابر ۲ باشد؛ ۲ 
واحد از بافی‌مانده کم می‌شود و خارج‌قسمت تغییر نمی‌کند؛ اگر باقی‌مانده 
تقسیم از ۲ کوچکتر (یعنی مساوی ۱ یا ۰) باشد یک واحد از خارج‌قسمت 
کم می‌شود؛ باقی‌مانده ی تغیبر نمی‌کند وبا برابر عددی می‌شود که ۲ واحد از 

برای هریک از این حالت‌ها: مثال پیدا کنید. 

۸ راهنمائی. وفتی مقسوم سه‌برابر شود» خارج‌قسمت و باقی‌مانده هم 
سه‌برابر مشوند» اما ممکن است با سه‌برابر شدن بافی‌مانده» عددی به‌دست 
آید که از مقسوم‌علیه (بخشیاب) بزرگتر باشد. ‏ حالت‌ها را جدا ازهم مورد 
بحث فرار دهید. 

برای حالتی که سه واحد به بخشی اضافه می‌کنيم. باید دوحالت درنظر 
بگیرید:. اول؛حاللی که بخشیاب از ۳ بزرگتر باشد؛ دوم حالتی که"بخشیاب 
لیخ که باکاخاشد 

٩‏ وفتی عددی را بر ۵ تقسیم کنیم باقی‌ماند؛ نقسیم یکی از این 
جهار عدد است : 

۲ 
چون حاصل‌ضرب ۲۰۴ (خارج‌فسمت) در ۵ (پخشیاب) پرابر است با 
۰ بابراین» عدد موردنظر» یکی از ۵ عدد زیر است : 


۸ ۱ ی ۳۵ 


۵ > ۲ و ۷۷ ع ۲ و ۳ 4 ۱۰۲۰ 


۳۰ 


۶۰ پاسخ. ۱) ۴۲۶۶ ۲) ۰۳۳۱۴ ۰۵۶۲/۳ ۸۲.)۴۰. ۵) 
۵ ما ۲ . 
۷۱ سا زیرمجموعه معر وف از مجموعه عددهای طبیعی » عبارتند از 
مجموعه عددهای زوج» مجموعه عددهای فرد و مجموعة عددهای اول : 
سذ ]1۷ 6 ,۲ ده 13۱ میچر عه عذ‌دخای زوج 
ی 
ح< ( ع ۱,6 - ۲ ع< 2|ت2) << مجموعة عددهای فرد 
زپ ۵ ری معا 
۹ ۷,۱۱۱ ۷,۱۳۱ 
به‌جز این‌ها؛ می‌توان از مجموعه مضرب‌های ۳ يا مضرب‌های هر عدد 
برع نام برد . 
1۷ 6 ,۳۸ + ۱21۳ < مجموعه مضرب‌های ۲ 
ها ۱ ۳۳ 
۲ ۷ :۱۱۸۵۱ اد ]۳ ) مجموعه مضرب‌های ۱۳ 
ها ۵ ۱ ارت 


ویا مجموعه مکعب‌های عددهای طبیعی : 
سستی ۱0 1 ۱212 مجموعه مکعب‌های عددهای طبیعی 


پا ۲ 0ب ار 


* یادداشت. همان‌طور که می‌بینید» مجموعه عددهای طبیعی؛ دارای 


۲ ۵ ۵ 


از مجموعهٌ عددهای طبیعی‌اند : 


هک ۱ کر ۲۲ ب< ۲۱۲ 
۲۰ ,۱۷ ,1۷ 

.۱۰ 4 ۱۱۶۲+ ۱,۵-+4 ۱:۴۲+ ۱,۳۲ + ۱۲۲+ ۱۳) 
و ۳۱۵۵ ۱۱ ۲.۵ ات 


ولی دربین زیرمجموعه‌های بی‌پایان مجموعهٌ عددهای طبیعی؛ برخی 
بسیار مشهورند و کاربردهایی پیدا کرده‌اند. در اين‌جا» به بعضی از آن‌ها اشاره 
می‌کنیم. ۱ 
دنبالة فیبوناچی. لئونارووی پیزایی (یعنی اهل پیزای ایتالیا ۱۳۵۰-۱۱۷۰ 
میلادی) معروف به فیبوناچی (یعنی پسر بوناچی) که ضمن مسافرت‌های فراوان 
خود؛ با نوشته‌های ریاضی ملت‌های خاور و به‌ویژه ایرانی آشنا شده‌بود (او 
به‌ویژه زیر تأثیر نوشته‌های ریاضی کرجی ریاضی‌دان ایرانی و به خصوص کتاب 
جبر او به‌نام فخری بود)» در مساله‌ای که دربارة زادوولد خرگوش‌ها مطرح 
می‌کند به دنباله عددهای زیر می‌رسد : 


و 


در اين دنباله» از جمله سوم به‌بعد؛ هر جمله برابر است با مجموع دوجملهة 
بیش‌ازخود. دنبالهٌ عددهای فیبوناچی» ویژگی‌های بسیار جالبی دارد که 
میدواريم در جلدهای بعدی. به‌موقم خود» دربارة آن‌ها صحبت کنیم. دنباله 
عددهای فیبوناجی» زیرمجمو عه فازانی از مجمرعه عددهای طبیعی است؛ 
و چرن بنابه تعریف کانتور» در یک مجموعه؛ عضوهای تکراری؛ تنها یکبار 
نوشته می‌شوند» می‌توان مجموعة عددهای فیبوناچی را این‌طور نوشت: 


(۲۱:۳۴,..۰ ,۱۳ ۵,۸۱ ,۳ ,۲ ,4۱ < مجموعءهٌ عددهای فیبوناچی 


۳۵۶ 


عددهای چندضلعی. تعداد زیادی سکه‌های مساوی بردارید و تلاش کنید؛ 


با کنار هم گذاشتن آن‌ها در روی میز» مثلث‌های متساوی‌الاضلاع درست 


۵ 
۵ 0 ۵ 
۵ ۵ 8 ۵ ۵ 9 
و ۵ و و ۵ ۵ ۵ 0 9 
و هو ه ۵ ۵ و و و و ۵ ۵ 9 ۵ ۵ 0 
۱۵ و ۳ 1 ۱ 


به‌این‌ترتیب» دنباله‌ای از عددها به‌دست می‌آید : 
۲۸,۳۶۰ ,۱۵,۲۱ ,۱۵ ۱۳۶ 


درواقع» اگر جمله اول این دنباله را» برابر ۱ بگیریم باید عددهای طبیعی 


را (با آغاز از ۲) و به‌ترتب به هر حمله اضافه کنیم تا جمله بعد به‌دست 
آید : 


۳ 


: (جمله سوم) ۶ < ۲+۳ .: (جمله دوم) ۳ -- ۱+۲ 


۶4۴ < ۱۰: ۱41۵ -< ۵ ۱۵4۶ -< ۰ 


عددهای طبیعی را؛ با حروف سیاه آورده‌ایم تا روش کار روشن‌تر شود. 
این عددها را عددهای مثلثی گویند : 


۲۱, ۳,۶, ۱۰, ۱۵, ۲۱, ۲۸,۳۶, ۴۵, ۵۵,۶۶, ۷۸,۰۰۰ 


# اگر علاقه‌مند باشید» می‌توان راهی را پیدا کرد که بتوانیم؛ به‌طور 
مستقیم» هر جمله از دنبالة عددهای مثلثی را پیدا کنیم. 

دروافع؛ برای بیدا کردن حمله ۳ ۲ واحل یه حمله فبل اضافه کردیم ؛ 
بیدا کردن جمله دهم ۱ واحد به جمله فبل اضافه کردیم و غیره. 


+ ولا ع< با 
(۱ - () + ۲-یل] < ۱-»] 


۳ + 1۲ << ] 
۲ + لا < ۷/) 
۲ حه وا 


۲٩0‏ +۳4 + ...4 (۱- ) + << ب) 


۲۵۸ 


این برابری را دوبار زیرهم می‌نویسیم یکبار از تا ۱ و یکبار از ۱ تا (1: 


س 
بل 
و باهم جمع می‌کنيم : مجموع هر دو عددی که در سمت راست برایری‌ها؛ 


زیرهم فرار دارند» برابر ۱ + 7 می‌شود و چون در سمت راست هر برابری» 


7 عدد وجود دارد؛ بنایراین به‌دست می‌ید : 


۱ + )7 - ۱( ٩+) - ۲( 1... + ۳ + ۲ +۱ 
۱+ ۲4۳+... )0- ۲( + )( - ۱( 4+ 


1 


کاب رتسا 4 )9۰ < م۲ 


مثلاً؛ جمله دهم دنبالةٌ عددهای مثلئی 


۱ ۷ ۱ 
۲ 


7 9 _ ۵۵ 


۱ ه ۱ 4 و ه و ۱ 
۲ 


۰ ۸00۰ سس ری هون ار 


می‌شود. 
شبیه عددهای مثلثی» می‌توان عددهای مربعی را به‌دست آورد. آزمایش 
مجدور عددهای طبیعی اند ؛ که زیرمجموعه‌ای بی‌بایان از مجموعه عددهای 


1 ۲۵ ۱۳ ۲۳ < مجموعه عددهای مربعی 


# شبیه عددهای مثلثی و عددهای مربعی می‌توان به عددهای به‌صورت 


۳۵۹ 


0 م‎ ٩ ۵ 

۹ و 0 ۵ 

و 6 و 6 و 6 
0 0 0 و ۵ 00 و ۵ 
3 نف ۱ 6 #۵ ۵ . 0 
۶ و 0 و 00 ۵ 09 00 
0 و 0 ۶ و 3 

0 0۳۰ 

۶ و 

شکل ۳۷: عددهای پنح‌ضلعی 


آن‌ها می‌گذريم. در شکل ۳۷ » پنج عدد نخستین به‌صورت پنج ضلعی داده 


لسکا 


مجموعه عددهای پنج ضلعی 
او ۱ 1 اب 


پیدا کردن عددهای چندضلعی» یک سرگرمی جالب ریاضی است؛ به‌ویژه 
اگر کوشش شود رابطةٌ بین این عددهاء و مثلاً رابطة بین عددهای پنج‌ضلعی 
و عددهای مثلثی کشف شود. 

۲ پاست. ۱) ۶۱۸ ۲ ۰۰ ۲( ۰۱۶۴۸۲۰ 

۳ برای ضرب یک عدد در ۵؛ یک صفر در سمت راست عدد بگذارید 
و بعد آن را نصف کنید (چرا؟). ۲) برای ضرب عددی در ۲۵) دو صفر 
در سمت راملث غدد بگذارید و بعد ۷ آن را به‌دست آورید. ۳ برای 
ضرب عددی در ۰٩‏ خود عدد را از ده برابر آن کم کتلت. ۲ تراق بات 
در ۰4٩‏ خود عدد را از »۱۰ برابر آن کم کنید. ۵) برای ضرب در ۱۱ 
دو روش وجود دارد: می‌توانید ده برابر عدد را با خودش جمم کنید» یا رقم 
سمت راست عدد را به‌عنوان رقم سمت راست حاصل‌ضرب بنویسید و برای 


رقم‌های بعدی حاصل‌ضرب؛ پشت سرهم هردو رقم مجاور عدد اصلی را 


ی ۲۴ 


یاهم جمع کنید: مثلاً برای ضرب ۴۷۹۶۲ در ۱۱ : 


رقم یکان حاصل‌ضرب < ۲ 
رقم دهگان ۸ - ۶ + ۲ 
رقم صدگان ۵ :۱۵ < ٩‏ +۶4 
هزارگان ۷ :۱۷ -<- ۷+ ٩‏ +۱ 
ده‌هزارگان ۲ :۱۲ < 4+۴ ۷ +۱ 
صدهزارگان ۵ < ۴ +۱ 
۲ - ۱۱ < ۴۷۹۶۲ 


۶ برای ضرب عددی در ۱۰۱ دو صفر سمت راست آن بگذارید 
(یعنی آن را صد برابر کنید) و بعد» با خودش جمع کنید. ۷) برای تقسیم 
بر ۰۵ دوبرابر آن را بر ۱۰ تقسیم کنید. ۸) برای تقسیم بر ۰۲۵ چهار برابر 
عدد را بر ۱۰۰ تقسیم کنید. )٩‏ برای تقسیم بر ۵۰ دو برابر عدد را بر 
۵۰ تقسیم کنید مثلاً برای تقسیم عدد ۴۳۷۵ بر ۲۵: 

۷۵۰۲ < ۴ « ۴۳۷۵ 
۷۵۲ اد ۱۵۵ ۱۷۵۵۵ 
۵ ۷ << ۱۵ ۶ ۳۳۷۵ 


چپ ۰۲۵ حاصل‌ضرب دهگان عدد در عدد بلافاصله بعد از آن را نوشت. 
مثلاً پرای ۶۵ < ۰۶۵ حاصل‌ضرب ۶ در عدد بلافاصله بعد از آن» یعنی ۷ 
برایر ۳ می‌شود» یس 


۶۵ <« ۳۵ - ۴۲۲۵ 


۳۶۱ 


٩8:۹۵ ۵ 
۱۱۵ ۶ ۱۱۵ << ۵ 


ای اسف با فا .۱۴ با 0 
بر بر : تیم 
#یادداشت. اگر عدد مفروض را 4۵ فرض کنیم. به‌ترتیب داریم : 


۵ ۱۰:4 < ۸۵ 
< (۵ + ۵()۱۰6 + ۱۰۵) 
۳۵ + (۱ + ۱۰۰6/6 ۵ ۲ 4 ۱۵۰6 4 مه و۱ سب 


و این نشان می‌دهد که حاصل‌ضرب به ۲۵ ختم می‌شود و در سمت چپ آن 
باید (۱ + 6)6 را نوشت. ۱ 

۵. برای بخش‌پذیری بر ۰۲ ۵ و ۱۰. اگر عدد را 6 فرض کنیم 
(ر یک رقم است» ولی » را می‌توان یک عدد درنظر گرفت ؛ مثلاً در ۳۲۵ 
داریم: ۵ < ا و ۳۲ < »). این عدد را می‌توان به‌صورت 6 + ۱۰۵ 
نوشت. ۱۰6 هميشه بر ۲ بر ۵ و بر ۱۰ بخش‌پذیر است. بنابراین» برای 
این‌که عدد بر ۰۲ ۵ يا ۱۰ بخش‌پذیر باشد» باید ۵ مضربی از این عدد باشد : 

۵ وقتی مضرب ۲ است که زوج باشد؛ 

۷ وقتی مضرب ۵ است که برابر ۵ یا صفر باشد؛ 

وقتی مضرب ۱۰ است که برابر صفر باشد. 

۲ برای بخش‌پلیری بر ۴ و ۲۵. عدد را 006 فرض کنید و به‌صورت 
6 + ۱۰۰0 بنویسید. 

۳ برای بخش‌پذیری بر ۸ و ۱۲۵. عدد را به‌صورت 6060 درنظر 
بگیرید» که درواقع برابر است با 64 + ۱۰۰۰6 


وشرشی 


۴ برای بخش‌پذیری بر ۳ و .٩‏ اگر عدد را مثلاً چهاررقمی و به‌صورت 
0 درنظر بگیریم داریم: 


۱۰4 4 اه ه ۱ د ی وه ۱۵ 0ع(0 


باقی‌مانده حاصل از تقسیم عددهای ۱۰ و ۱۵ ۴ و و ۵ ۱ ثر ای ۱ فرار 
واحل است. پس بافی‌ماندة حاصل از تقسیم این عدد بر ۲ یا ۹ برابر است با 
بافی‌مانده حاصل از نقسیم 


دم د ۲ +6 


بر ۳ یا .٩‏ بنابراین» وقتی عدد مفروض بر ۲ يا بر ٩‏ بخش‌پذیر است که 
مجموع رقم‌های آن بر ۳ يا بر ٩‏ بخش‌پذیر باشد. 

۵) برای بخش‌پذیری بر ۰۶ ۰۱۲ ۱۴۳ و ۱۵. پیش از این گفتیم اگر دو 
عدد نسبت به هم اول باشد و عدد سوم بر هریک از اين دوعدد بخش‌پذیر 
باشد» بر حاصل‌ضرب آن‌ها بخش‌پذیر است. 

۲و ۳ بت به هم اولائد: پس عندی بر ۶ بخگ‌پذیر است. که پر ۴ 
و ۳ پگ لین اف مسی حذفی یر ۱۲ با 1۳ با ٩۳‏ بشبلیر اسف 
قزر ۳۲ ۷با۳ و۵ با شیر باکند. 

۶ برای بخش‌پذیری بر ۱۱. عدد را شش‌رقمی فرض می‌کنیم : 

م۱ و۱ د موه ۱۵۰۰۰۰04 < ]006/6 


و 


با اندکی توجه معلوم می‌شود که باقی‌مانده تقسیم هریک از عددهای ۱۰۰ و 
و و و وه ۱ بر ۱۱ برایر واحل است : 


۱ لا ۱۱ * ٩۹۵4٩‏ ده ۱۵ :۱۲ ۲ ۱۱ ٩‏ حد ه ۱۵ 


۳.۰۳ 


بافی‌ماندة حاصل از تقسیم عددهای ۱۰ و ۱۰۰۰ و ۱۰۰۰۰۰ پر ۱۱ 
برابر است با ۰۱۰ ولی اگر ۱۰ را پرابر «۱ --۱۱) بنویسیمء می‌توانیم بافی‌ماندة 


٩۱ 2 ۱۱‏ عد ۱696 :1 ۱۲۱ 2 ۱ << ۱۰ 
٩۰٩۱ «۶ ۱۱-۱‏ < هه هه و۱ 
بنابراین» اگر در بازشد؛ عدد» مضرب‌های ۱۱ را کنار بگذاريم به عدد 
)۱( (0 +6 +6) - (0 + + ]) 


می‌رسیم ) یعنی وقتی عدد مفروض بر ۱۱ بخش‌پذیر است که عدد (۱) بر 
۱ بخش پذیر باشد. 
۷ برای بخش‌پذیری بر ۷ و ۱۳. راهنمائی. عددهای 


ی ۲۵ ردق ۱2 

در تببیم پر ۷ با ۱۳ به پاقی‌ماندة ۱- و عددهای 

ی 

در تقسیم بر ۷ يا ۱۳ به باقی‌ماند؛ ۱+ می‌رسند. 
۷۶ 


((۲۴,۱۳۰۱۳۶۱۰۰۰ ,۱۸ ,1۶,۱۲ < مجموعه مضرب‌های ۶ 

٩ مجموعة مضرب‌های‎ < 1٩, ۱۸, ۲۷,۳۶, ۴۵,۵۴,..۰( : 

:۰,۷۵۱,۰۰۰ ۴۵,۶ ,1۱۵,۳۰ < مجموعه مضرب‌های ۱۵ 
٩۰, ۱۸۰, ۲۷۰, ۳۶۰,...[‏ < مجموعهٌ مضرب‌های مشترک ۶ و ٩‏ و ۱۵ 


۰ < کوچکترین مضرب مشترک ۶ و ٩‏ و ۱۵ 


وی 


۷۷ 


۳۶ مجموعه بخشیاب‌های‎ < ٩۱, ۲,۳, ۴,۶, ٩, ۱۲,۱۶۰ 

ز[۶۰ ,۲۵,۳ و۱۵ ,۱۲ وه۱ ,۶ و۵ ,۴ ,۲,۳ ,1۱ < مجموعه بخشیاب‌های ۶۰ 
:[۴۲,۸۴ ,۲۱,۲۸ ,۱۲,۱۴ ,۴,۶,۷ ,۲,۳ ,4۱ < مجموعه بخشیاب‌های ۸۳ 
(۲,۳,۴,۶,۱۲ ,۲۱ < مجموعهٌ بخشیاب‌های مشترک ۳۶ و ۶۰ و ۸۴ 


1 سح بزرگترین بخشیاب مشترک ۶ و ۶۰ و ۸۳ 


۸ مضرب‌های مشترک دو عدد» مجموعه‌ای بی‌پایان را تشکیل می‌دهند 
و بنابراین» بزرگترین مضرب مشترک برای دو عدد وجود ندارد. 

هر عدد طبیعی بر ۱ بخش‌پذیر است و؛ بنابراین» عدد ۱» کوچکترین 
بخشیاب مشترک هر دو عدد دلخواه است. 

ساده‌ترین عدد شش‌رقمی با رقم‌های مساوی چنین است: 


9 


این عدد بر ۷ بخش‌پذیر اشتینی و خارح‌فسمت تفسیم برایر ۱۵۸۳ می‌شود : 
۱۱ ۱ - ۷ ۰« ۱۵۸۷۳ 

و روشن اج اگر دویرابر یا سه‌برایر شلد ۵۳ ۱ را در ۷ ضرب ت 

عددی شش‌رقمی با رقم‌های ۲ یا ۳ به‌دست می‌آید. به‌این ترتیب ٩‏ عدد وجود 


دارد که از ضرب هریک از آن‌ها در ۰۷ عددی شش‌رقمی با رفم‌های براپر 


به‌دست می‌اید : 


۱۵۸۷۳ < ۷ << ۸۰ 


۲۳۱۷۱۸ 3۵ 


۲ ۶ ۵ 


۴۷۶۱٩ « ۷ - ۳۳۳۳۳۰ 
۶۳۴۹۲ ۷ - ۴۰ 


اج ۵ 8 ۱ ی و و ۲ و ۲ ۲ 


۸ ده ۷ ۱۳۲۸۵۷ 


ت ۱) در عدد 006 فرض می‌کنیم 6 << 0 دراین صورت 06 از 006 


+4 عه:۱) - (6 ۱۰0۵٩4‏ + ۱۰۰۵) 600 - 66 
( - ۹۹/۵ < ۹۹6 - ۹۹۵ < (ه + ۱۰+ 


و روشن است که ۰۹٩‏ بر ٩‏ و ۱۱ بخش‌پذیر است. 

یادداشت. وفقتی رفم‌های یک عدد را طوری جابه‌جا کنيم که رقم‌های 
عدد اول (از چپ به راست) با رقم‌های عدد دوم (از سمت راست به چپ) 
برابر باشد؛ دو عدد را مقلوب یکدیگر گویند: ۱۳ و ۲۱ با ۳۷۵ و ۵۷۳ با 
۸ و ۸۳۴۲: مقلوب یکدیگرند. 


۲ این عدد شش‌رقمی را می‌توان این‌طور نوشت: 
,۱0/6 0 سم 1۳5 سل ۴ ۰۰ هه 0( 


و ۱۳ ۷۱ مد ۷ ح- ۱ ه ه ۱. 
۸۱ اگر عدد دورقمی را 7 فرض کنیم 
٩(‏ > 2 > و >٩‏ 0 >-۰) باید داشته‌باشیم: 
۱۷ +( +) ع 27 
یا 4-۴ ۲۵ +4 ۲۵2 + 200 حد زا + ۱۵ 


۳۶۶ 


71 +  < ۸ - ۴ ۷2 + ۱( < ۸۵ - ۰ 
_ ۸۵-۲ _ ۸+ ۱(-۱۲ ر‎ _ ۲ 


ست. بت << ]7 


| -- ۲ ۱ ع ۲ !| ۲ 
جون باید برای ۷ عدد درستی (از صفر تا ٩‏ به‌دست اید بس فبل از همه 
باید ۱۲ بر ۱ + 2 بخش‌بذیر باشد. ۱۲ بر این عددها بخش‌پدیر است: 
9 

ولو 1 سل -براین .۱ با ۱۲ نمی‌تواند باشد؛ زیرا از ۱ < ۱ ۲+ ۰5 به‌دست 
می‌آید » < 7 که قابل‌قبول نیست و از ۱۲ ست ۱ 4 5 به‌دست مم آید 
۱ << 7 که بازهم قابل‌قبول نیست (۰ یک رقم از ۱۰ کوچکتر است). در 
حالت‌های دیگر به‌سادگی 3 و و درنتیجه» عدد دورقمی 1 بیدا می‌شود : 

۱۰۱۱ و ۱ عه ود ۱ ]اد ۳ 

۰ د ۲۰:۷ << 1 و ۲ ح< 7 + ۲ - ۱ 4 7 

و ۱ ۳ :ی 

1 او اعد وه ۶ :۱ له بو 
قسبالة جهار جوابت دارد : 4 ها ۲ و ۵۳ما. 

۱۰6 4+ ۵ < )6٩۱()0 4 ( 

ثابت می‌کنيم» عدد 1 نمی‌تواند از ۶ بزرگتر باشد. اگر ۷ < ۰1 آنوقت 
چون ه 7 . باید داشته‌باشیم : 


 < ۷‏ د و و ۸ < + »6 


۳۶۷ 


۶ باشد و بنابراین» ۵ < »۰ ولی دراین‌صورت 


۷ < 7 + و ۱۲ < 47 » 
در نتیجه ۸۴ < ۷ ۷« ۱۲ < 0ه و ۸ < ۰ دراین‌صورت 
۵ < ۵0 و ۷ < + و ۱۵ < 0+۲ 
که بی‌معنی است زیرا 66 عددی دورقمی است و نمی‌تواند از ۹٩‏ بزرگتر 
باشد: 


به‌این ترئیب ‏ فزرگتریخ عدد برای 11 ممکن است ۲ باشد. به‌ازای 


۵ +۱۰ < (۶ + ۶()0 + 6) 
که از آن‌جا نتیجه می‌شود : 
- ۳۶ + ۵0 + 0» 
ولی حداکثر مقدار ». برابر است با ۰٩‏ بس سمت راست تساوی؛ حداکثر 
برابر است با ۰۳۶ که دراین صورت به‌دست می‌اید » < وا. 


پاسسخ : بزرگترین مقدار 11 عبارت است از ى جت 1 که برای رل د 


4 و‎ < )٩4+۶()۰ + ۶( 


۲۳ عدد مجهول را ۷ می‌نامیم. دراین‌صورت ‏ برای این که عدد ۰۸ 
عددی نه‌رقمی باشد. باید از سمت چب با عدد دورقمی ۱۲ آغاز شود 


(چرا؟) یعنی 
۱۱ 2 


۳۶۸ 


ولی» برای این‌که در ۰۸2 رقم‌ها تکرار نشوند» باید داشته‌باشیم: 
اوه 


زا آگر.,...۱۱۳ < هه ابیقت .۱ جاعه (اگر .۱۷۵ ظظ وه با 
بزرگتر از آن باشد آن‌وقت 2 عددی ۱۰رقمی می‌شود. 

با استدلال‌هایی مشابه : 

اگر ...۱۳۳۵ < »2 آنوقت ۹۸۸۰.۰ < ۸ (یعنی دارای رقم 
تک ی و یرای م۱۱ 2 

اگر ...۱۲۳۴۶ < 7. آنوفت ۹۸۷۶۸۰۰۰ < ۸2؛ پس 
م۱۳۳۵ ۶ 

اگر ...۱۳۳۴۵۷ < 2 آنوقت ...۹۸۷۶۵۶۰ < ۸2 بنابراین < هه 
۶ ,+ 

اگر ...۱۲۳۳۳۵۶۸۰ < 8 آن‌وقت ...۹۸۷۶۵۲۳۲ عد ۸۵ 
۷ :2 

اگر ۱۳۳۴۵۶۷۹۸ < 7 به‌دست می‌آید: 


٩ ۷۶ ۴‏ سح «چپار 


پس ۱۳۳۴۵۶۷۸۹ < ۰ این عدده با شرط‌های مساله سازگار است؛ 


زیرا 
۵۲۲ 2 ۸ ۷ ۱۲۳۴۵۶۷۸۵ 


یادداشت. جالب این است که افْر عدد ۱۳۳۴۵۶۷۸۹ را در ۲ با ۴ 


هم ضرب کنیم» در حاصل‌ضرب. بازهم همین رقم‌ها (و البته با ردیف‌های 
دیگری) به‌دست می‌آید : 
۸ ۳ << ۲ ۲ ۳۵۳۷/۸۸ ۱۲۲ 


۱۲۳۴۵۶۷۸۹ ۰ ۴ - ۴۶ 


۳۶۹ 


#فتقفن مرقیب مجتوطا مدسان نی ناه ی ورسسوت 3 
و ۱9 تقسیم کرده‌باشیم» به‌نحوی که 


۵ - ۸0 و ۳ - 9 ۸۱ 


و فرض می‌کنیم» مجموعه ۸ دارای ویژگی موردنظر مساله نباشد یعنی 
میانگین حسابی هیچ دو عضوی از آن؛ متعلق به مجموعة ۸ نباشد. 

سه عدد طبیعی ۶ و ۸ و ۱۰ را درنظر می‌گيريم. چند حالتٍ ممکن 
وجود دارد : 

۱ ۸ ع ۶ و ۸ ع ۸؛ دراین‌صورت ۶ ع ۰۱۰ زیرا اگر »۱ عضو 
نج فة ۸ بلفدة آقرفت ناگی خاش دو عده:ه۱ او ینش ۸ خر 
۸ می‌شود که مخالف فرض است. همچنین» در این حالت ۲ ع ۴ (۰۶ 
تایح سای خو عدد ۲و ۸ است) و 9 6 ۷ (متگنه نان ۶ و 
۸ ولی برای سه عدد ۴ و ۷ و ۱۰ (که هرسه عضو مجموع 7 هستند) 
داریم : 


۲) ۸ ع ۶و ۸ 6 ۱۰: با استدلالی شبیه حالت قبل باید داشته‌باشیم : 
ع ۰۲ ظ ع ۰۸ ۲ ع ۰۱۴ ولی 


۱ ۲ 
: پر 
۷ 


۳ ۸ ع ۰۸ ۸ ع ۱۰ دراین صورت 8 ع ۰۶ 9 6 ۰۹ 8 6 ۱۲ 


۳۷ 


۴ ۸ ۶ ۶ ۸ ۶ ۸ و ۸ ۶ ۱۰ دراین‌صورت این سه عدد عضو ] 
هستند و داریم : 


حالت دیگری وجود دارد» زیرا اگر از عددهای ۶ و ۸ و ۰۱۰ تنها یکی 
عضو ۸ و دوتای دیگر عضو ۶ باشند آن‌وقت به یکی از سه‌حالت اول (با 
جابه‌جا شدن نقش زیرمجموعه‌های ۸ و 1۶) منجر می‌شود. 

۵ نخستین شماره‌ها» متعلق به عددهایی است که با ۱ آغاز شده‌اند. 
دراین عددها؛ رقم‌های ۲ ۰۵۱ ۲ لا فز ۳ به ردیفی دلخواه» بعد از رقم ۱ 
آمده‌اند به نحوی که رقم دوم (از سمت چپ عدد) را ۵ نوع می‌توان 
انتخاب کرد (یکی از رقم‌های ۰۳ ۰۳ ۰۴ ۵ یا ۶). وقتی رقم دوم معلوم 
باشد» رقم سوم را به ۴ طریق و بعد رقم چهارم را به ۲ طریق» رقم بنجم 
را به دو طریق می‌توان درنظر گرفت که دراین صورت. رقم ششم. به خودی 
خود معلوم می‌شود. به‌این ترتیب؛ تعداد عددهای شش‌رقمی که با ۱ آغاز 


می‌شوند ) برابر است با 
6 ۱ ۷ ات بل ار و ها 
چون رقم اول (از سمت چپ) می‌تواند ۲ یا ۳ باشد (عدد ۰۸ با ۴ 
آغاز شده‌است)» پس قبل از عدد ۰۸ به‌تعداد ۱۲ *< ۳ یعنی ۳۶۰ عدد 
وجود دارد که با ۱ يا ۲ يا ۳ آغاز شده‌اند. 
به‌همین ترتیب» عدد ۸4 بعد از عددهایی فرار دارد که با ۴۱ با ۴۲ آغاز 


۲۱ ۸ ۲ ۲۱ ۳۷ ۶ ۳۳۲ 
تعداد عددهایی که با ۴۳۱ و ۴۳۲ آغاز شده‌اند (عددی با آغاز ۴۳۳ با ۴۳۴ 


نداریم» چون بنابر فرض» در عددها رقم تکراری وجود ندارد)» برابر است 


۳۷ِ۱ 


۲ ۲ ۲ ۶ ۲۱ 2 ۴۲۲ 
و سرانجام» دو عدد وجود دارد که با ۴۳۵۱ آغاز سدهانك. 
۱ این‌ها» کل عددهایی هستند که قبل از عدد ۸ قرار گرفته‌اند و تعداد آن‌ها 
پافیر اس با 
۲ -<- ۲ 1+ ۱۲ 4 ۴۸ + ۳۶۰ 


بنابراین» عدد ۰۸ در ردیف چهارصدوپیست‌وسوم است. 

۶ یک عدد وقتی بر ۱۱ بخش‌پذیر است که اگر مجموع رقم‌های 
ردیف زوج را ۵۱ و مجموع رقم‌های ردیف فرد را ۲د بنامیم (ردیف رقم‌ها 
را از راست به چپ درنظر می‌گیریم)» تفاوت 5۲ - 5 یا 5۱ - 8۲ برابر 
مضربی از ۱۱ پا برابر صفر باشد. 

بیشترین مقدار ۱ می‌تواند برابر 


۴ + ۵ + ۶ -< ۵ 


و درشجه ۶ < ۳+ ۲ + ۱ < ۲ باشد که دراین‌صورت ۲ - 9۱ برابر 
٩‏ می‌شود. یعنی ۵۲ - 9۱ یا 5۱ - 5۲ نمی‌تواند مضربی از ۱۱ باشد. 


ازطرف دیگر داریم: 
۱ 
۱ جح ۶ ای ۳ ۳ ات ال ٩ج‏ بو لد 3 


عددی است فرد و نمی‌توان آن را به دو بخش برابر تقسیم کرد تا تفاضل 
۷ - ۱ برابر صفر شود. 
بنابراین» عدد شش‌رقمی بخش‌پذیر بر ۱۱ که با رفم‌های مختلف از ۱ تا 
۶ درست شده‌باشد» وجود ندارد. 
۷ شرط مساله به اين معناست که هیچ‌کدام از 7 عدد مرکب را (که 
عدد ۱۳۷۵ به‌صورت مجموع آن‌ها نوشته شده‌است)؛ نمی‌توان به مجموع دو 


رشش 


عدد مرکب دیگر تبدیل کرد. مجموع؛ ۰۸ از عددهای مرکبی را پیدا می‌کنيم 
ر علدی روح می‌گیريم و آن را این‌طور می‌نویسیم : 


6۷0 :0 ,۴+ (۲- ۲۸ < :۲۸ «ر 


اگر ۳ < ۰ آنوفت 7 نمی‌تواند عضوی از مجمرعهٌ ۸ باشد؛ زیرا در 
چنین حالتی خواهيم‌داشت ۱ < ۱  -‏ و درنتیجه» خود 17 به مجموع دو 


4 2 ۵ خ. (۲ اج و ۷۱ وور| 


به‌ازای ۸ لا برای 7 عددی اول (غیرمرکب) به‌دست می‌آید ؛ ولی به‌ازای 
< 6 و ۳  <‏ به‌دست می‌اید. 


۸ 6 ۶ << ۱۷ و ۸ ع ۴ <- ۱7 
اکنون 77 را عددی فرد می‌گیریم : 
(۷ ع 6) ,۹+ (۴ )۲ < ۱+ ۲۸ -< ۱ 
به‌ازای ۴ < :۸ عدد 72 قابل‌تبدیل به مجموع دو عدد مرکب است و 
۸ ۶2 7 ج- (۴ < ۸ و ۱+ ۲ < ۲7) 
به‌ازای ۴ > ۰۸ عدد 77 غیرمررکب است و به‌ازای ۴ <- ۸: 
۸ ع ٩‏ < وچ چد ۴ حد و 
بنابراین» مجموعه ۸ تنها سه عضو دارد: 
 ۱‏ حه. ‏ 


۳۷۳ 


به‌این‌ترتیب هر #جمله‌ای که» مجموع آن‌ها؛ برابر عدد ۱۳۷۵ شده‌است از 
همین سه.عدد ۰۴ ۶ و ٩‏ تشکیل شده‌است. ولی ٩‏ با ۶ نمی‌توانند در این 
مجموعه تکرار شوند» زیرا اگر در مجموع داشته‌باشیم +۱۷۹ ۶+ ۶ آنوفت 
مجموع اولی را می‌توان به‌صورت ۶ + ۶ + ۶ و مجموع دومی را به‌صورت 
۴ +۴ + ۴ نوشت یعنی درهرحال به تعداد جمله‌های جمع اضافه می‌شود؛ 
درحالی‌که» بنابرشرط مساله» جمله‌های جمع ) یعنی تعداد عددهای مرکب 
نمی‌تواند زیادتر شود. درضمن ٩‏ در این مجموع وجود دارد» زیرا ۱۳۷۵ عدد 
فرد است و نمی‌توان آن را به مجموع عددهای برابر ۴ تبدیل کرد. به‌جز این 
چود 
٩ - ۶‏ - ۱۳۷۵ 


و عدد ۱۳۶۶ بر ۴ بخش‌پذیر نیست؛ باید عدد ۶ هم در مجموع وجود 


داشته‌باسد. درنتیجه 


۱۳۷۵ << ٩+۶ + ۴ بر‎ ۳۴۵ 


۲ ۴+۴ +وبه- 
۰ بار 


پاستم. ۲ << , 

۸ عدد مجهول را . می‌نامیم و ۳ < [ را عددی می‌گيريم که با 
انتقال رقم ۳ از سمت راست 1 به سمت چب آن به‌دست آمله‌است. 

نخستین رفم سمت چپ در برابر ۴ است. بنابراین نخستین رقم سمت 
چپ 2 برابر ۱ می‌شود (زیرا 2 از تقسیم 7 بر ۴ به‌دست می‌آید). چون 
ردیف رقم‌های ۰ از چپ راست و بعد از رقم ۰۴ همان رقم‌های 2 (باز 
هم از چپ به راست) است؛ پس عدد 7 با دو رقم ۴۱ آغاز می‌شود. از 


شیم ۱ بر ۴ معلوم میشود: رتم دوم.ج (از چپ به راست) وه بنبرین 


۳۷۴ 


رقم سوم 7 (از چپ به راست) برابر صفر است و با رقم‌های ۴۱۰ آغاز 
می‌شود. 

با تقسیم ۴۱۰ و ۴ سومین رفم * و بنابراین چهارمین رفم 1 برابر 
۲ به‌دست می‌آید : عدد ( با ۴۱۰۲ آغاز می‌شود به‌همین ترتیب دو رقم 
بعد ۷ به‌دست می‌آید و ما را به عدد شش‌رفم ۶ میباند که ؟برابر 
۴ است. 

پاستخ. عدد مجهول برابر است با ۴ ۲۵۶ ۱۰. 

یادداشت. می‌توانستيم؛ به‌جای استفاده از تقسیم» عدد 2 را ۴برابر کنیم. 
رقم سمت راست ۰ طبق فرض. برابر است با ۴+ چون ؟برابر ۴ مساوی 
است با ۰۱۶ پس رقم سمت راست / برابر است با ۶ همین رفم ۰۶ رفم 
دوم 2 (از سمت راست) می‌شود که با ضرب ۶۴ در ۰۴ معلوم می‌شود رقم 
دوم ۰1 یعنی رفم سوم 3 (از سمت راست) برابر ۵ است و غیره. 

٩‏ چون . می‌تواند هر زیرمجموعة دلخواهی از مجموعة :) باشد 
باید برابری موردنظر مساله: بای 7) << ر هم برقرار باشد» یعنی داشتهباشيم: 


تا ]۲ 
ولی چون 6 ۲ ۰13 پس ) < 13 لا ) و باید داشته‌باشیم : 
ماع و ایض ی 
از طرف دیگر؛ برابری موردنظر؛ باید برای ۵ < . هم برقرار باشد: 
باه ۵۸0۸ 
چون اشتراک هر مجموعه‌ای با مجموعه تهی؛ یک مجموعه تهی است: 
دق از رای 


۳۷۵ 


پاسخ. اعد گر و ۵ < ۶]. 

۰ عدد دورقمی را ۷ + ۱۰2 < 77 می‌گيريم. با گذاشتن رقم صفر) 
بین دو رقم آن به عدد سه‌رقمی +۱۰۰۵ < 757 می‌رسیم. باید این عدد 
سه‌رقمی بر عدد دورقمی ما بخش‌پذیر باشد. خارح‌قسمت را ۸ می‌نامیم : 


را اک شنعد از شتا سلل. تدعب شن ۹999 


ود وم + ۱۰۵ وه ۱ 


پس حداکثر مقدار :1 یعنی خارج فسمت. برایر است با ۱ و وفتی به‌دست 
می‌آید که داشته‌باشيم »  <‏ دراین‌حالت» * می‌تواند هر رقم دلخواه از ۱ تا 
٩‏ باشد. مثلاً اگر عدد دورقمی برابر ۷۰ باشد با گذاشتن ۰ بین رقم‌های 


آن» برایر ۷۰۰ می‌شود و درضمن 


۵ << ۷۵ ۰ و ه ۷ 


برای پیدا کردن کوچکترین مقدار ۰۸ باید با آزمایش و استفاده از روش 
جست‌وجو عمل کنیم. قبل از هرچیز» باید ٩7‏ بر ۷ + ۱۰۵ بخش‌پذیر 
باشد. اگر 7 را برابر رقم‌های از ۱ تا ٩‏ بگيريم برای ۰۹ اين عددها به‌دست 
می‌آید : 

1: 2 


ولی برای ۱ < ۰ جوابی به‌دست نمی‌آید» زیرا عدد یک‌رقمی ٩‏ نمی‌تواند 
بر هتند فووگمی ینف پلیر باشنه۱۸ بر ۱۲ بخشی‌پلیر ثیست! ۲۷ ثه بر ۱۳ 
بخش‌پذیر است نه بر ۲۳ و ۳۶ بر هیچ‌کدام از عددهای ۰۱۴ ۲۳ و ۲۳ 
پبخش‌پذیر نیست. 

ولی ۴۵ بر ۱۵ بخش‌پذیر است که دراین‌صورت 


۸ -< ۱۰۵ ۰ ۱۵ - ۷ 


۳۷۶ 


دراین‌حالت 
نها ۱۵ 9 تم 
۵۴ بر هیچ کدام از عددهای ۰۱۷ ۰۲۷ ۰۳۷ ۴۷ و ۵۷ بخش‌بذیر یست. 
۲ بر ۱۸ بخش‌بذیر و بر ۲۸ ۸ ۰۳۸ ۵۸ و ۶۸ بخش‌ناپذیر ات 


۸ - ۱۰۸ : ۱۸ -- ۶ > ۷ 


۱ هم بر هیچ‌کدام از عددهای ۶٩ ۰۵٩ ۰۴۹ ۰۳۹ ۰۲٩ ۰۱٩‏ و ۷۹ 
پاستخم. بزرکترین مقدار خارج‌قسمت برابر ۱۰ و برای عدد ۲6: است؛ 
کوجکترین مقدار خارج‌قسمت برابر ۶ و برای عدد دورقمی ۱۸ است. 
۱ راه‌حل اول. سه رقم‌را 6 و تاو » می‌گيريم. فرض را بر این‌می‌گیریم که 
6 < ۷ < ». بنابراین» بزرگترین دو عددی که با این سه رقم ساخته می‌شود؛ 
عبارتند از دو عدد 606 و ۰06 درضمن 060 < 006 ولی؛ دراین صورت 


باید داشته باسیم : 
۴ > ۲6 و ۱۴۴۴ < ۲۵۵6 


از آن‌جا ۷۲۲ < ۸06 و ۷۲۲ > 660 که از آن‌ها بلافاصله نتبجه 


می‌شود ۷ < » و ۲ > 6 یعنی ۱ < »۰ و بنابراین» باید داسته‌پاسیم: 


( + ۱۰ + ۷۰۰) + (۱ ۱۰۵4 + ۷۰۰) < 68 +ع0» 
۶۵ +4 ۱۴۱۱ - 


که پاید برایر ۱۴۴۲۴ باشد: یعتی ۳ << ا. 


وشش 


راه‌حل دوم. طبق فرض داریم: 


۴ ح 6 د 606 


که اگر عددها را باز کنیم : 


۲۰۰۵ + ۱۱) + ( -<- ۴ 


این بزابری را می‌توان این‌طور نوشت : 
( - ۲۰۰۷ -- ۴۴ - (6 + )۱۱ 


سمت چپ این برابری بر ۱۱ بخش‌پذیر است» پس باید سمت راست آن 
هم بر ۱۱ بخش‌پذیر باشد و اين؛ ممکن نیست» مگر داشته‌باشیم ۷ < ۰6 
دراین صورت به‌دست می‌آید : ۴ < ۵ + 0 و چون » < 0؛ بس 
از ۲ ۳ و۲۳ 

ُِ: مجموع دو عدد دورقمی از ۲۰۰ کمتر است؛ بنابراین ۱ < 6 و 
درنتیجه یکی از رفم‌های ۰6 ۰0 » یا 4 هم برابر است با ۱. 

فرض می‌کنيم ۱ < ۰6 دراین‌صورت. از برابری 


زوشن می‌شود که ۸ << 6 يا ٩‏ < » (درغیر این‌صورت» از مجموع عددهای 
دورقمی؛ به عدد سه‌رقمی نمی‌رسیم). اگر ۸ < ۰6 آنوقت 

۸ <- ۸ + ۱۵ یا ۱۸۷ < ۸ + ۱۵ 
زيراء با پذیرفتن ۸ < 6 عدد ۸ یکی از عضوهای مجموعة (6:/,9] 
می‌شود. ولی سحالت اول» یعیی پا: عح 9 پذیرفتنی سست ؛ زیرا مقدار ایب ایس 


۳۷ 


راست برایری از مقدار سمت جب آن پیشتر هی سود . از حالت دوم ممکن 
اشت بددست آید << 1 و 6 برای را دور جوابت به د سست ی ایا 


۱۰ +1 ٩٩ < ۱۰٩ و‎ ۱٩ 4+ ٩۰ - ٩ 


درضمن» در حالت دوم ممکن است داشته‌باشيم: ۱ << ؛ ولی 
دراین‌صورت. به‌ازای یج مقداری از ٩(‏ 1 6 4 ,۰0 پرابری برقرار نمی‌شود. 


»۲ + ۰ ۶ 0 


معلرم می‌ سود که 8 گِ "1 زیرا به‌ارای ات // به‌دست می‌آید ۵ <ت ) و ب 
بنابراین ) بنابر شرط دوم مساله باید 9 #::یا س < 6 که ممکن نیست 
(60 و » عدهای دورقمی‌اند) بنابراین ٩‏ > 0 و 


(۱ +۱ < 0 + ۲» 
زیرا (۱ + 4,] ,۱) ع 4 و #۱ 4 ولی 
[۱ + ۱,,0) < 16,4۱ لا (6,۱) 
و ۱ 7 »۰ پس یا 


۱0۲-۷ (۱ 4 4 77 
پا (۱ + < 1 + ۱(۱ + ») 


) + ۱(۱ + )0 + ۱( -< ۱ 4+ ۱۱ 


۳۷۹ 


درضمن ‏ دوبرابری اول) باشرط ۸ :۱۰ <- [۱ )+0 یعنی به‌ازای 
٩‏ < 4 برقرارند» درحالی‌که ٩‏ > ۰ ولی برابری سوم به‌ازای ۸ < 4 برقرار 
است و جواب دیگری برای مساله به‌دست می‌آید : 


٩۱ 4 ٩۸ - ۹ 


در حالت‌های ۱ < ء ویا ۱ < ۰4 نقش 4 و يا نا و ۰4 باهم عوض 


می‌شود و به‌همان پاسخ‌ها می‌رسیم. 
پاسخ. دستگاهی که در صورت مساله داده شده‌است ۶ جواب دارد : 


۱( ۱۰ 41 ٩٩ -- ۰ ۲( ٩٩۹ + ۱۰ - ۶: 
۳( ۱٩ د‎ ٩0 ۱۰۹: ۴( ٩۰ + ۱٩ -- ۰ 


۵( ٩۱ + ۹۸ 2 ۱۸۹: ۶( ۹۸ +٩۱ 2 ۹ 


۳ باتو جه به‌صو رت مساله ) عددهای ۲ و ۰۷ دو رفمی‌اند (چون در 
آن‌ها» صحبت از مجموع رقم‌ها رفته‌است)؛ ولی 2 می‌تواند یک‌رقمی پاشد. 
» و 0 را رقم‌های عدد : می‌گيريم : 


۵ +۱۰04 -- 2 
پس + »  <‏ و چون ۷ هم دورقمی است» پس 
٩-٩‏ ع< ج 
و باتوجه به شرط دیگر مساله» باید داشته‌باشیم : 
۳ < ۵+ ۴۵ چ< ۶۰ ع ٩(‏ - + ه) + (0 +) + (0 + ۱:۰) 


که تنها به جواب ۴ < 4 و ۷ - ۵ می‌رسد (چرا؟). 
پاسخ. ۳۷ < :1 ۱ <- 8 ۲ < . 


و ۸ ۲ 


۴ توان 

۴ نه! اگر ۰ < 6 آن‌وقت *4 بی‌معنی می‌شود: ۱ < "۰0 به‌شرطی 
که » 7۶ 0؛ همچنین "(۲ - ) برابر است با ۰۱ به‌شرطی که 2 برابر ۲ 
نباشد. 

۲ نه! درحالت ۵ < ۵ خواهیم داشت 0۳ < 6۳؛ درضمن. اگر ۵ و 
قرینٌ هم و عددی زوج باشد بازهم 0۳ < ۰0۳ مثلا 


۴ سح "(۲-) مس ۷ 


درحالت‌های دیگر ۵۳ با ۵۳ برابر نیست. 

۳) برای عددهای مثبت ۵ و ۰0 وقتی ۷ < ۰۸ به‌شرط لا ع ۰1 داریم 
۳ < 6۳؛ ولی اگر 1 عددی منفی باشد. آن‌وقت خواهیم‌داشت "9 > *ه. 
مثلاً اگر ۳ < م. ۲ < ه و ۱- < 7 باشد: 

۱ 1 1 1 سب ۶ 
سب << ی ات ات و 

۱ ۱ ۱ 
و روشن است که 7 > ند. 

۴ 4 پرای: ۵ خی ۱ عاظا ذاریم: ۶ 9 

برای ۱ سس 7 داریم : تم ۳ 

۴ ۱ 
پرای ۱ > 7 > 9 داریم : ی ۳۵ مثلا به‌ازای ۲ .با داریم 


۱ ۲ ‌ ۱ ۱ 
> 7 و روشن است که > > >. 


برای عددهای منفی ۰۷ هميشه 2 < "۰8 زیرا دراین حالت؛ # منفی و 
"2 میت است و عند شنت همیشه از عدد منقی بزرگتر می‌شود. 
بنابراین» وفتی 2 < ۲ 2 که يا 2 عددی منقفی باشد ویا عددی منت و 


بزرگتر از واحد. 


۳۸۱ 


۹۵ 


۱ ۳ ۳۳۶۹ (۱ 
و 2۳ ۳۰ ۲ بت ۳۳۱۰ ۳۳ 
۱ 


۳ تسین ۲۷ 4 تِن سس ۳ (۲ 


۵ب 
۱ ۷ ۱ ۲1 ۳-۲ ی (۳ 
۳ و۳ ۳۲ بد ۵س ۳ 
۰ (۵۳۹) (۲ 
سب ۷ : 


۱ ) 3 ۲۲ ۷ تنس 

۷ ۸ ۶۳ ۲ ۶ ۵*5 < ۲(۹ ۷ ۵) ۷ 
وی فا ی بو از 
۱ ۳ ۳ مد ات ما تن ۱ ٍِِ۱ 
و ۴-۶ ۶ 
"(۲) < ۴۳(۲) ۷ ۴۳۶ - ۳۶۰۲۵۶۲۰۲۲ ( 


اج ۴۲ ۴۸ بر ۴۴ - 
۶ - ۴۲ سس ۴۲ « 
۹۶ 


2۷ ۲۳۳۳ 1 
- ح زو جت ۱ ح< ۲ +4 زو بت ۷۲ 
۳ (۲ 
۴ حح وم جت ۱- << ۳ 1 12 چب 
09 ۷ (۲ 
ِ" ی ی (۴ 
۰ ح زو شت ۱ ۵ - ۲1۱ و 
5 ۱ ۷ ۷۳:۲۲ )۵ 
۵۰ << 1 جت ۷ << ۲ 4 و جح ۱ 


۱ ۲7۰-0 ۲۷ ۷ ۷ (۶ 
۳:۲ و 
۳9 هه 
بنابراین» برابری به این صورت در میا 
9 


۳/۸ 


تی بت مت زب و۲ ۷۲ محر ۳۳۲ پ ٩‏ 


۷ يا ۰ -< ۲7 که» دراین‌صورت. ۱ ۳ از 0 بان اه 3 


( 3 برابر عد‌دیی دلخواه. 


۸ 


۱( )۲۷۰ ۵ 0()۳۰0( > ۵/۵۲۵ 
۱۳ ۳ 

۵ ی ۱ ۷ ۳ .7 
۱ ۷ 
2 91 


۹۹ 
۱ ۱ ۱ ۱ 
ی( متسب - بت ۱ و 0 ([۲ 25 مسست۳» ۱۱ 
۱ و و ۱ د 
نت ۳ اد سب ۱ ۱ وه و وه ۵ ۳۱ 
۵ (۴ 3 1۳8 ۶ / ۱ 
۲ ۱ 
۰۷۲۰ ۲ سد مب 8۶1 +7 - - (۵ 
ا۷ 
ّ 
۱ / ۱ 9 ۷ 
:۰ (0 664 -ِ ۱ 
0 ۳ 
سب ۱ سین ای ۲ ۳ ْ ۱ )۸ 
2 


, ۱ ۵ ۵ 


وی 


‌ ۱ 1 7 (۲ 
یتست تسه > ۱ 
8 1 
۱ 
ات 4 
۱0 . ۰0 01 (۳ 
۵ 4 ر ۱ 4 ۰ 
0 0 
۱۸ ۱) 
۲ ۱ ۶۸۷۹۶ 
۲۳ | ۳۴۳۹۸ 
۱۷۱۹٩۹ ۱ ۳‏ 
۳ ۱ ۵۷۳۳ 
۳ ۶ ۷ ۷ ۳۳ ۰ ۲۲۳ - ۶۸۷۹۶ ۳ ۱ ۱۹۱۱ 
۷ | ۶۳۷ 
٩۱ | ۷‏ 
۳ ۱۳ 
اِ۱ 


۸۰۲۴ <- ۲۳ «۶ ۱۷*۵٩ ۲ 

و ۱ ۱ لا و ها قح 8 ۱۳9 

۲ باتوجه به معیارهای بخش‌پذیری» عدد ۰۸۷۱ بر ۰۲ ۰۳ ۵ و 
۱ بخش‌پذیر نیست. با تقسیم مستقیم معلوم می‌شود که بر ۷ و بر ۱۳ هم 
بخش‌پذیر نیست. بازهم با تقسیم مستقیم» روشن می‌شود که عدد ٩۷۱‏ بر 
۲٩ ۴ ۷‏ و ۳۱ هم بخش‌پلیر یست. درضمن: در تفیم بر ۳۱» 
به خارج‌قسمت ۳۱ و بافی‌مانده ۱۰ می‌رسیم : 


٩۱/۱ - ۳۱ « ۳۱ 4 


و 


بنابراین» عدد ۰۹۷۱ نه بر عددی کوچکتر از ۳۱ و نه بر عددی بزرگتر از 
۱ پخش‌پذیر نیست. اگر ۰۹۷۱ پر عددی بزرگتر از ۳۱ بخش‌پذیر باشد» 
آن‌وقت» خارج‌قسمت؛ عددی کوچکتر از ۳۱ می‌شود که باید ٩۷۱‏ بر آن 
بخش‌پذیر باشد» درحالی‌که روشن کردیم بر عددی کوچکتر از ۲۱ بخش‌پذیر 
۳ باید عددها را به‌صورت ضرب توان‌های عددهای اول تجزیه 
کرد؛ آن‌وفت. بزرگترین بخشیاب مشترک عبارت است از حاصل‌ضرب همه 
عامل‌های مشترک دو عدد. یعنی باید عامل‌های با پایة مشترک و نمای کوچکتر 
را درنظر گرفت. 
برای کوچکترین مضرب مشترک. باید پایه‌های مشترک را با نمای بزرگتر 
و هم همه عامل‌های غیرمشترک را درهم ضرب کرد : 
۵ ۳ ۲۲ ۶ و ۳۲ ۲۳ < ۳۶ (۱ 
۲ - ۳۳ ۲۳ - بزرگترین بخشیاب مشترک 
۵۰ - ۵ ۷ ۳۲ ۷ ۲۳ < کوچکترین مضرب مشترک 
:۷۰ ۵ < ۵۲,۳۵ < ۲۵ (۲ 
۵ < بزرگترین بخشیاب مشترک 
:۱۷۵ < ۷« "۵ < کرچکتری مضرب مشترک 
:۷۷۰ ۲۳ - ۵۶ و ۶۵ ۲۳ < ۸۰ (۳ 
و ۸ 2 ۲۳ < بزرگترین بخشیاب مشترک 
:۰ 2 ۵۱۷ *< ۲۳ -< کوچکترین مضرب مشترک 
۰ « ۲۶ -- ۵۷۶ و ۴۷ < ۳۲ < ۲۳ < ۱۶۹۲ (۴ 
۶۰ ۴۱۹ - ۳۲ ۷ ۲۲۳ < بزرگترین بخشیاب مشترک 
۰ - ۴۷ « ۳۲ «< ۲ < کوچکترین مضرب مشترک 


۲ ۸ ۵ 


۷ 6 ۷ 3 ۳ ۷ ۲ ج ۷۷۷۲ (۵ 
۷ ۷ ۷۱ ۷۶ ۷ ۷ ۳ < ۲۳ -- ۶۲۸۳۲ 
و اوح ۱ ۲ ۷ ۷ ۳ ۶ ۲۲ -ت بزرکترین بخشياب مشترک 
۲ << ۱۷ ۷ ۱۱ ۷ 7۷۷ ۳ ۲۳ < کوچکترین مضرب مقترک 
۲ و و 6 را در مدد اول می‌گيرنم. اگر عدد موردنظر؛ به‌صورت 
1 ۱۱ 
و اگر به‌صورت 4" باشد» شش مقسوم‌علیه دارد: 
6 ,1:۱ ,۱۱ 
بنابزاین) عدد موردنظر ما تنها یک عامل اول دارد» ولی اگر به‌صسو رت 7 
باشد دارای ایسآ متسوم‌علیه )۱ ۱ ۴ 0 اگر به‌ صو رب 0 باشد + دارای 
چهار مقسوم‌علیه (۰۱ ۰8 "2 و ) است و تنها وقتی پنج مقسوم‌علیه (وفقط 
پنج مقسوم‌علیه) دارد که به‌صورت 9 باسل : 
 ,‏ ,"9 بط ,۱ 


بنابراین ) شلد سه‌رقمی ؛ توان چهارم یی علدد اول است. 
پاسخ. مساله تنها یک جواب دارد: ۵۳ < ۶۲۵. 
۱5۵ توان‌های بشت‌سرهم عدد ٩‏ را درنظر می‌گیريم : 
٩۱ - ۹۹۳ -- ۸۱.۹۳ -- ۲ ۱‏ 
رقم سمت راست حاصل توان‌ها را» نمایان‌تر نشان داده‌ایم. به‌سادگی می‌بينيم ) 


اگر نما عدد ٩‏ فرد باشد. حاصل توان به ٩‏ ختم می‌شود و اگر نما عددی 


۲ ۳ 


زوح باشد» حاصل توان به ۱ ختم می‌شود: 


دج با کی ی ۱ب ٩۳۳‏ 


۱ 


9 عیدد فردی افتتک و۰ بنابراین ) عل‌د ۹۹ یه رقم ۱ حتم می‌شود. 
۶ شیه مسالهٌ بل است. فقط در این‌جا با حالت‌های بیشتری 


۷۱ --۷,۷۲ - ۴۹:۷ - ۳۴۳,۷۲ - ۸ 


. 


از این بعد» همین چهار رفم ۰۷ ۰٩‏ ۳ و ۱ مرتباً تکرار می‌شود. نتیجُ این 
آزمایش را می‌توان به‌این صورت تنظیم کرد: برای رقم سمت راست عدد 
۳ (۷ ع :۲) می‌توان گفت: 

۱ اگر ۱ + ۴ < 77 (یعنی عدد 77 در تقسیم بر ۰۴ به بافی‌ماندة ۱ 
برسد)» عدد ۷ به ۷ ختم می‌شود؛ 

۲ اگر ۲ + ۴۸ < 7 (در تقسیم 7 بر ۴ باقی‌مانده برابر ۲ شود) 
رقم شنت راست عدد ۷۰۰ پایز ٩‏ اشست؟ 

۳) اگر ۳ +۴۸۰ < 7 (از تقسیم عدد 7 بر ۰۴ باقی‌مانده‌ای براپر ۳ 
به‌دست آید) ؛ عدد ۷۳ بر ۳ ختم می‌شود؛ 

۳ و سرانجام» اگر ۴۸ < 7 (یعنی 77 بر ۴ بخش‌پذیر باشد) رقم 
شمت راست عدد ۰ ۷ بزایر ۱ می‌سود. 

در مساله داریم ۷ < (11. یس باید ببینیم از نقسیم عدد ۷۲ بر ۴ جه 
باقی‌مانده‌ای به‌دست می‌اید؛ یعنی عدد ۰۷ کدام حالت از حالت‌های 


۳,۸ + :۴۸ ,۲ + ۴۸ ,۱ + :۴۸ 
می‌تواند باشد؟ 


۲ ۷ 


"۷ عددی فرد است» پس یا به‌صورت ۱ + ۴۸ است و يا به‌صورت 
۳ + ۴۳۸ 

اگر به این نکته‌ها توجه کنیم» حل مساله بسیار ساده می‌شود. 

الف) وقتی بخواهيم بافی‌ماندء حاصل از تقسیی مثلاً عدد ۱۳۷۴۲۳۲ 
را بر یک عدد مثلاً ۱۱ پیدا کنیم» می‌توان باقی‌ماندهٌ حاصل از تفسیم پایه, 
یعنی ۱۳۷۴ پر ۱۱ را بیدا کرد. 
)۱( ۰+ ۱۱ < ۱۲۴ -- ۱۳۷۴ 


آنوقت» به‌جای ۱ را درنظر گ فت 
ب‌) رابطه ۱ یعنی رابطة تاسیم ۴ می‌توان این‌طور نوشت : 
۱ات ۱۱ 2 ۱۱۵ <: ۱۳۷۲ 
یعنی اگر؛ یک واحد به خارج‌قسمت اضافه کنیم. به باقی‌ماندةُ منفی ۱- 
می‌رسیم و » بثابراین » باید باقی‌مانده حاصل از تفسیم علدد 
آسته بت ۲(--) 
بر ۱۱ را پیدا کنیم که همان ۱- می‌شود. و اگر به باقی‌ماند؛ُ مثبت برگردیم؛ 


معلوم می‌شود. باقی‌ماند؛ حاصل از تقسیم ۱۳۷۴۲۳۲ بر ۱۱ برابر است با 
و ۱ 


به مسالٌ خودمان برگردیم. باید بای‌ماندٌ حاصل از تقسیم عدد ۷۲ را بر 
پس باید باقی‌ماند؛ٌ حاصل از تفسیم "(۱-) را بر ۴ پیدا کنیم (به‌جای 


باقی‌ماندةُ ۰۳ باقی‌مانده ساد‌تر ۱- را درنظر گرفتیم). ولی "(۱-) برابر 


۳۸۸ 


است با ۱- یعنی از تقسیم "۷ بر ۴ به باقی‌مانده ۱- یا ۳ می‌رسیم : عدد 
۷ په‌صورت ۳ + ۴ درآمد و بنابراین» عدد "۷ به رقم ۳ ختم می‌شود. 

۷ در مسالهٌ قبل» روش کار را آموختيم. عدد ٩۰۱‏ را بر ۳۱ تقسیم 
می‌کنيم و باقی‌مانده تقسیم را به‌دست می‌آوریم : 


۲ 4 ۳۱ د ٩ ۰۱ - ۲٩‏ 
بنابراین» باید باقی‌ماندهٌ حاصل از تقسیم عدد "۲۳۲ بر ۳۱ را پیدا کرد. 
په‌ترئیت داریم : 
۳۳ ی یج ِ + آ۷آ ۳ ۹ ۲۲ 
باقی‌ماند؛ حاصل از تقسیم عدد 
۶ - *۱۳۲ « ۱۶ 
۰۸ ۱. وفتی عددی را بر ۶ تقسیم کنیم» ممکن است به یکی از اين ۶ 


باقی‌مانده پرسیم : 
2 


ی ی 1 ۰ 
یعنی هر عدد طبیعی را می‌توان به یکی از اين ۶ گونه نوشت. 
۵ +۰ ۴۶۸ + ۳,۶۸ + ۲,۶۸ + ۱,۶۸ + ۶۸,۶۸ 
عددهای به‌ صو رت :۶ ۲ + بای ۶۸:۰۳ و ۴ + :۶۸ نمی توانتد اول 
باشید: ۶۸ بر ۶ بهخش بذین اسی؛ ۲ +۶۸۶۰ بر ۲ 4-۳ :۶۸ پر ۲ و ۶۸4-۲ 


3 


۳۸۹ 


دو حالت باقی می‌ماند: ۶۸۰+۱ و ۶+۵ که ممکن است اول باشند. 
اما به‌جای باقی‌ماندهٌ ۰۵ می‌توان ۱- را درنظر گرفت (حل مسالة ۱۰۶ را 
ببینید)» بنابراین» هر عدد اول يا به‌صورت ۱ + ۶۸ است ویا به‌صورت 
۱ - /۶. مثلاً عددهای اول ۰۱۳ ۰۱٩‏ ۰۴۳ ۱۰۳ به‌صورت ۱ + ۶۸ 


۹ رز 


۱۰۳ -< ۶ « ۱۷ 4 ۱ 


و عددهای اول ۰۱۱ ۰۱۷ ۴۱ و ۱۰۱ به‌صورت ۱ - ۶۸ : 
تا ۷ کر تحت ۱۲ ۴ زر اب ۱۷ ند ۲ 2 رح ۱۱ 


| -- ۱۷ بر مل - ۱۰۱ 


ولی عکس این حکم در سستا بیست ‏ . ۰۲۵ عددیی اول سست دز حالی 


۱ ۶ ۳ 2 ۲.۵ 
عدد ۷۷ اول یست؛ درحالی که به‌صوت ۱یا آنی:؛ 
۱ ۱۳ مد ۶ ت ۱۷۷ 


۹ در مساله ۰۱۰۸ دیدیم که عدد او به یکی از دوصورت 
۱ اگر ۱ + ۶۸ < م آنوقت 


+ ۵ < ۶۸ 4 ۶ << ۶) 4+ ۱( 


۲٩0 


که بر ۶ بخش‌پذیر است : 
۲) اگر ۱ - ۶۷ <- م آنوقت 


+ ۵ < ۶۸ + ۴ < ۲۲۳۸ + ۲( 


اگر با عدد فردی مثل ۵ جمع شوند» عددی زوج به‌دست می‌آید که اول 
تسس تا برای عدد اول ۰۲ مجموع ۵ + ۰۲ یعنی ۷ اول است» ولی ۰ 1 ۲ 
بهتی ۱۲ اول پیستتا: 


بک.ة یوخ می الب یکی ال ابش سا یی را ناقزن: 
۲+ ۱,۳۸ + :۲۸,۳۸ 
اگر عد اول 2 به‌صورت ۱ +۳۸ باشد: 
۸ ع ) ۰+۲۱ ۳۸ < رو 
(مثل ۷ يا ۱۳ يا ۱٩‏ و غیره)» به‌دست می‌آید: 
(۵ + )۳ - ۱۵ +۳۸ - ۱۴ + و 


اگر عدد اول « به‌صورت ۲ + ۳۸ باشد (مثل ۰۱۱ ۰۱۷ ۵۲ و غیره)؛ 
آن‌وقت 


1 + ۱۰ < ۳۸ 4+ ۱۲ < ۳/۸: 4+ ۴( 


۳۹ 


پس هر عدد به‌صورت ۳۸-۱ یا ۲ +۰ :۳۸ نمی‌تواند جواب مساله باشد؛ 
تنها می‌ماند» عدد اول به‌صورت ۳۸. ولی ۰۳۸ تنها به‌ازای ۱ -< :1» عددی 
اول است: ۲ < 7 که دراین‌صورت دو عدد 


۷ <- ۱۳ + م و ۱۳ < ۱۰ + و 


هم » عددهایی اول می‌سوند. 
پاسیخ. مساله تنها یک جواب دارد: ۲ < . 


9۱( به‌ترتیب داریم : 
4 ۲۰ ...۰ ۰۷ ۱۳ ۱۱ ۱۰ < (۵ ۷ ۲) < ۸ 
اکر به‌جای ۵ « ۰۲ براپر آن »۱ را درنظر بگيريم در ۰۸4 درست ۱۲ عامل 
وجود دارد که دوتا از آن‌ها برابر ۱۰ و بقیه بزرگتر از »۱ هستند» پس 
۱ کت و با و چز ۲ 


درمجموع 1 یک میلیون جمله وجود دارد که» جز جملهٌ آخر» همه از یک 
میلیون کوچکترند» یعنی اگر همه جمله‌های جمع را برابر یک میلیون بگيريم؛ 


دارد پم 


۱0 ات ۱9 ۱ ح< وه وه ۱۵۵ ۷ وه و و و و۱ > ۶ 


۵ ار ۸4و ۱۵۱ > تن 9 4 
۲ . در این دنباله 


۰ ۲ 4 ۶ جح جمله دوم ۰ + ۶ < جمله اول 
۲ 41 ۶۲ - جمله ام ۹ + ۳ ۲« ۶ < جمله سوم 


۳۹ 


حمله ام را» به‌طور معمول با 1 نشان می‌دهیم : 


۲ + ۴۲۱ < را 


چون ۶7۰ بر ۳ بخش‌بذیر است» پس هر جملهة این دنباله؛ در تقسیم بر ۲ 
باید باقی‌مانده‌ای برابر ۲ داشته‌باشد. 

اکنون ۸ را عددی طبیعی می‌گيريم. اگر 4 بر ۳ بخش‌پذیر نباشد در 
تقسیم بر ۳) باقی‌ماند‌ای برابر ۱ یا ۱- (همان ۲) پیدا می‌کند؛ بنابراین 
باقی‌مانده عدد به‌صورت ۲ با *ه (با هر توان زوجی از ۵) بر ۰۲ برابر 
مر رد 

به‌این ترتیب؛ هیچ توان زوجی از یک عدد طبیعی در بین جمله‌های دنباله 
نا نمی شود :جر فواق زوجن در شیم بر ۳ چه باقن ماندا 1 می‌رسنلنا فریخاآن 
که از تقسیم هرجملهٌُ دنباله بر ۰۳ باقی‌مانده‌ای برابر ۲ به‌دست می‌آید. ولی 
توان‌های فرد» در بین جمله‌های دنباله وجود دارد : 


۲171 
۱ زد ی 1 وید ق 
پاتداشتیا. ا گر سس < 1 فرض کنیم آن‌وفت. 


۱ 3 مب 
تا از 


مثلاً بافرضص ۴ < ۰17 به‌دست می‌آید : 


۰ ۱ ۵ ۲.۷ 
۲ وق 2 << 11 


یعنی حمله هشتادوپنجم دنباله ما» برایر ۲ - ۲۱۲ است. وبا به‌ازای 


۵ << 17 داریم 


3 ۳ "7۲ 
۲ نو ۳۳۱ اد سس 


۳۳ 


نمی‌تواند از ۱ (یعنی ۵ پرابر ۲ کمتر باشد. ۱ عد‌دی اول بیست ) ۱۱ را 
هم دمی نوا ان به‌ صور رات مجموع دو عدد اول نوشت ) زیرا 


۱۱ < ۲+۹ <-۳ +۸ < ۴+۷ 2 ۵۶ 


کوچکترین عدد اول مورنظر مساله» برابر است با ۰۱۳ زرا 
۲۸۲4-۲4۲٩4 ۵‏ ح< 4۷ ۲4۲4۲ << ۳+۳۷ - ۲4۱۱ - ۱۳ 
ولی اگر بخواهیم؛ جمله‌های جمع باهم متفاوت باسند» عدد موردنظر ما 


نمی‌تواند از 
۸ -<- ۱۱ +4 ۷+ ۵ + ۳ 1 ۲ 
کمتر باشد ۲٩‏ پاسخ مساله نیست زیرا مثلاً به مجموع دو عدد اول 
قابل‌تبدیل نیست. ۳۱ جواب نیست؛ آن را می‌توان به مجموع ۰۳ ۳ و ۴ 
عدد اول تبدیل کرد: 
۳ + ۱۱ + ۵ +۲ < ۱۳+ ۱۱ +4 ۷ 2 ۲۹ +4 ۲ < ۳۱ 
ولی به : مجمع ۵ عدد اول تبدیل نمی‌شود. 
۷ مثلاً به مجموع دو عدد اول قابل‌تبدیل نیست. ۴۱ راهم نمی‌توان 
ید و( دور لد اول تبدیل کرد. ولی برای ۳۳ داریم : 
۷ + ۱۱ +4 4۷ ۳+۵ - 
۴ باقی‌ماند؛ حاصل از تقسیم عددهای ۵۵۵۵ و ۲۲۲۲ بر ۷ 
به‌ترتیب؛ برابر است با ۴ و ۲: 


۵۵۵۵ < ۷ «۷۹۳ + ۴:۲۳۲۲ < ۷ ۷۶ ۳۱۷ + ۳ 


۳۹ 


بنابراین» باید ثابت کنیم عدد 
ی ۶۲۳۲۲ 
بر ۷ بخش‌پذیر است. این عدد را می‌توان این‌طور نوشت : 
دی ۲ ۱۶۷۱ ۳۹ ۳۹۰(۲۲) + اقب ۱ 
از تقسیم ۱۶ بر ۷ به باقی‌ماند؛ ۲ و از تقسیم ۳۳۳ بر ۷ به باقی‌مانده ۲ - 
(يا ۵) می‌رسیم. پس باید باقی‌ماندهُ حاصل از نقسیم عدد 


5 شتت ‏ ِ_ شالت (-) + : 


را بر ۷ پیدا کرد که برابر صفر است. 
۱۱۵ روسن اسست. که شش و ك اش ۲ رن 


۳۵۵ بح ۳ چنن ۳۷۳۹۰۳ 
ولی ۵۶ > ۵۵ و ۱۴ ۳ << ۵7 یس 
تا ۳۰ بح ات "۳ ۳۲ س‌ ۳۵۵ 


وخون: ۸۳ 4 ۸۱ س ۸۳۳۲ ۸۱۳ 
اگر همه این‌ها را ردیف کنیم» بهدست ان او 
تلف ۲۱ ب ۸ نع ۳۵۶ ۳۵۵ ۳ ۳:۰۷ 
۱۲۰ ۱۱ 
۱ 
۶ عددهایی که در نقسیم بر ۷ به بافی‌ماندة ۵ می‌رسند. دنباله‌ای 


ی 


۳۹۵ 


در این دنبالی ۰۵۲ نخستین عددی است که در تقسیم بر ۱۳ باقی‌مانده‌ای 
برابر ۴ دارد و درضمن» جزو عددهایی است که در تقسیم بر ۰۷ به باقی‌مانده 
۵ می‌رسد : 

۲ 4 ۴ « ۱۳ حت ۵۳۴ ۵5 4 ۷ < ۷ << ۵۲ 


همین عدد ۰۵۴ در تقسیم بر ۲ (۱۴۳ ۱۷ خارج فسمتی برابر صفر 
و بافی‌مانده‌ای برابر ۵۴ دارد. اگر بخواهیم عددهایی را پیدا کنیم که در 
تقسیم بر ۰٩۱‏ خارج‌قسمتی مخالف صفر داش‌باشند» می‌توانيم مضربی از 
۹۱ (یعنی ۷ ۷ ۱۳) را به ۵۴ اضافه کنیم : 
٩۱ + ۵۴ -- ۱۴۳۵: ۲۰ ٩۱ + ۵۴ - ۳۶۶‏ 
۲۰ 2 ۵۴ +۹۱ ۳۱ 


اگر را عددی طبیعی فرض کنیم» صورت کلی این عددها؛ چنین است : 
( 1۷ ع ۱) ۵۴ + ٩۱:۱‏ یا ۳۷ -- ٩۱۶۱‏ 
پاسیخ. اگر عددی در تقسیم بر ۷ و ۰۱۳ به‌ترتیب» بافی‌مانده‌هایی برابر 


۵ و ۲ داشته‌باشد» در تقسیم بر ۱۳ < ۰۷ یعنی ۰٩۱‏ باقی‌مانده‌ای برابر ۵۴ 
بیدا می‌کند. مجموعه این عددها؛ که مجموعه‌ای بی‌بایان است» جنین است : 


)۵۴, ۱۴۵, ۲۳۶,۳۲۷, ۴۱۸, ۵۰۹,۶۰۰,۰۰۰ 


یادداشت. عدد ۲ باید به‌صو رت ۵ -+ :۷۸ و ۲ ات ۱۳۲ باشد (6 و ۲۲۲ 
عددهایی طبیعی‌اند) . پبس 


۱۳ - ۳ 


‌ ۸ جب ۲ + ۱۳:۶ << ۵ + ۷ 


۳۹۶۴ 


و اگر ۱۳:۰ را 7 - ۱۴7۶ درنظر بگیریم : 


۳ +4 112 
س 
۷ 


چون ۸ عددی طبیعی است؛ پس ۳ + 7 باید بر ۷ بخش‌پذیر باشد» یعنی 
باید داشته‌باشیم : 


۳ - ۷ <- 111 
که دراین صورت به‌دست می‌آید : 
(۷ ع (۲) ۱۳,۶ << با 


که اگر مقدار 11 را در عبارت ۲ ۱۳۲ یا مقدار ۸ را در عبارت ۵ 1+ ۷۸ 
قرار دهیم؛ در هر دوحالت» به یک نتیجه می‌رسیم : 


٩ ۱ -- ۷ 


۷ در مساله ۱۱۶ دیدیم» برای این که عدد طبیعی ۰1۷ در نقسیم بر 
۷ به بافی‌مانده ۵ و در تقسیم بر ۱۳ به بافی‌مانده ۲ بر سل » باید به‌این صورت 
٩۱ ۳۷ )« 6 ۷(‏ << ۸۷ 
به‌دست آید : 
(۷ ع () ۱ + ۱۷ ۷ 
یغنی باید. داشته‌باشيم : 


٩4۱ -- ۸ 


ت دوز جه ٩-۳۷‏ << ۱ ۱۷۵4 


وج سل + ۲ - ۵ نو پلید ۶۶-۴ بر ۱۷ بخش‌پلیر باشده 
۴ + ۱۷6 
د لت - « ج (۲ 6 )۱۷۹ - ۴ - «ر۶ 


۴ سب 
( 6 1 7 سد ۲۸ - 
کوچکترین عددی که می‌توان به‌جای 4 فرار داد تا :۰1 عددی طبیعی باشد» 


۲ << و و ۱۲ << ۲ 


و از آن‌جا» کوچکترین مقدار ۷/ بیدا می‌شود: 
٩۱ - ۳۷ - ٩۱ «* ۱۲ -- ۳۷ -<- ۵۲‏ - ۷] 
۵ << ۱ + ۶۲ 7 ۱۷ < ۱ + (۱۷ << ۷ 
۵ کوچکترین عددی است که در تقسیم بر عددهای ۷ و ۱۳ و ۰۱۷ 
به‌تر دیب ؟ باقی‌مانده‌هایی برابر ۵ و ۲ ۴ ۱ می‌دهد. 
برای بیدا کردن» عددهای دیگری که دارای ویژگی این عدد باسد؛ باید 
مضربی از ۱۷ *< ۱۳ « ۰۷ یعنی مضربی از ۱۵۴۷ را به آن اضافه کرد. 
بنابراین » مجموعه عددهای دارای وی کی عدد ۷ جنین اشتنعا:: 
( 1۷ > ,۱۰۵۵ + ۱۵۴۷۸ <- 1۱ 
۳۱۳۹۵۱ ۲۶۵۲ اعد 
 )۲:۷ ۲۵۶( < )۲ « ۲۴۳(۲ < )۲ « ۴۳۳ (‏ 


۲ ۳ ۳ ات 


۳۵ ۸ 


به‌این ترتیب ٩٩‏ < *۸. 

۹ این قضیه» یعنی بی‌بایان بودن مجموعهٌ عددهای اول را» اقلیدس؛ 
صدها سال پیش از میلاد ثابت کرد. 

اقلیدس, اثبات را با برهان خلف می‌دهد یعنی ثابت می‌کند؛ اگر فرض 
کنیم؛ تعداد عددهای اول محدود است. به تناقض می‌رسیم. 

اگر تعداد عددهای اول» محدود باشد. به‌معنای آن است که» در مجموعة 
عددهای اول» یکی از عددها» از همه دیگران بزرگتر است و عدد اولی بزرگتر 
از آن وجود ندارد. 


ی ۷ ات ۱ 3 ۲ )9 


عدد ۸4 تشکیل شده‌است از مجموع عدد ۱ با حاصل‌ضرب همه عددهای 
اول (از ۲ که کو جکترین عدد اول است تا 7 که» طبق فرض ما بزرگترین 
عدد اول است). عدد ۰۸ بر هیچ‌یک از عددهای اول داخل برانتز بخش‌پذیر 
نیست و در تقسیم بر هرکدام از آن‌ها» به باقی‌ماند؛ ۱ می‌رسد. پس يا عدد 
۸ عددی است اول و یا بر عدد اولی بزرگتر از بخش‌پذیر است. هرکدام از 
این دو حالت را پذيريم. به‌معنای این است که عدد اولی بزرگتر از 7 وجود 
دارد؛ حیزی که فرض ما را نقض می‌کند. 

۰ در ریاضیات نمی‌توان و نباید هميشه منتظر یک پاسخ فاطع بود. 
ریاضیات. به‌قول گالیله؛ زبان طبیعت است. چه در طبیعت و چه در زندگی» 
هر نتیجه‌گیری» مبتنی بر عامل‌هایی است که با تاثیر خود» موجب آن نتیجه 
می‌شوند. اگر دریک یا چند عامل» تغییر حاصل شود؛ نمی‌توان منتظر بود 
که نتیجه تغییر نکند. مسالة ۱۲۰ را این‌طور طرح می‌کنيم تا مطلب روشن‌تر 
شود : 

در یک منبع ۱۰۰۰ لیتر و در منبم دوم ۸۰۰ لیتر آب وجود دارد. از منبع 


۳۹۹ 


اول ساعتی ۱۰۰ لیتر و از منبع دوم ساعتی ۵۰ لیتر آب برمی‌دارند. مقدار 
آب باقی‌مانده در دو منبع را بعد از 2 ساعت» باهم مقایسه کنید. 

بعد از 2 ساعت. در منبع اول (:۱۰۰۵ - ۱۵۰۰) لیتر و» در منبع دوم 
(۵۰2 - ۸۰۰) لیتر آب باقی می‌ماند و باید اين دومقدار را باهم مقایسه کنیم 
(که همان مساله ۱۳۰ است). در جدول زیر؛ همه‌چیز روشن است: 


2 - ۸9۰ و ۱ - و و و ۱ 


جدول نشان ات۳ ار # نراتر ۱ ایا ۲ با ۲ مات باشدا ارات مقدار 
آب منبع اول بیشتر از مقدار آب منبع دوم است. 
ا ای چا برابر ساعت بگیری آن‌وقت مقدار آب دو منبع باهم برابرند. 
از ساعت چهارم به‌بعد» مقدار آب منبع دوم از مقدار آب منم ال پیشتر 
می‌شود. 


بنابراین» به پرسش مسالة ۱۲۰ باید این‌طور پاسخ داد: 
۱) به‌ازای ۴ > : (یا دفیق‌تر به‌ازای ۴ > 2 > ۰): 


وا اد وا ات وا 
۲ به‌ازای ۴ <- ۲ : 

و ومد وه موه ]۱ 
۲ابراف, ۴ <ر 2: 

۲ ۵ - و۸۵ ه وه سس وه ۱۵ 


و ۵ ۳ 


(و اگر مساله ب‌صورت دو منبع آب مطرح شده‌باشد باید اين نکته راهم 
به حل مساله اضافه کنیم که» بعد از ۱۰ ساعت آب منبع اول» و بعد از ۱۶ 


0 مجموعه عددهای گر یا 
۱ ۵ هردو کسره هنوز ساده می‌سوند : 


۳ ۷ ۶ ۶ ۱۰ 
۲ ۱۱۱۷ ۱۸۷۲ 
"۱ ید 9 
۷ ۷ < ۱۳ ۷1 


۳۲ ۱ ۰ راه‌های ساده‌تر » دراین‌جا متسخص سشخاست : 


۷ ۱۹ 4 ۱۰ . 3 ۵ 
د ۳ ۱ ست سح ۱۵ یر ۲ ۱ موس سه ۱۳۴ ٩۸‏ ۱ 
0 ۳1 ۱ ۳ 32 ۱ 

۱ ۴ - ۱۵ ۷ ۵ 
سب للم ۳ مد سس (ا ۲ ۳۲ مت ۲۱۹۷ 

۳ ۹ ۱۸ ۱۸ 

۱۷ ۱ 

۱۷-۰ اب ۱9 ۳ « --۳(۵ 


۷ وخ 8 ۱ 


0 
( اپتدا ۱۸ وبعد ج را بر ۲ تقسیم کردیم). 


۵0۳ ۳ 1 ۲۵ ۱۱ ۵ 
چپ ۷ ۲۲ ۲ ۸ 


۳ 


(در صورت مساله به‌جای پیدا کردن کوچکترین مخرج مشترک»؛ مخرج‌ها را 
درهم ضرب کرده‌است). 
۰ ۱ ۶ ۲۴۳۳ ۱ 
) بعد از تجنیس» به ضرب 7 < چ رسیدیم که صورت و مخرج 
فابل ساده‌شدن ات ۲ و ۲۷ به ۲۷ ساده می‌شود و ۵۶ و ۱۴ به ۱۴ ؛ 
٩ ۴ ۱‏ ‌ 
واین ضرب به‌صورت ۲ ۱ 7 یعنی ۲۶ درمی‌آید. 
۱۳ ۱ هار ۱ ۱ ۱ 
۳ ب و تب را به‌یک مخرج تبدیل و؛ بعد» صورت و مخرج هرکدام 
را ۱۶ برابر می‌کنيم : 
۸ ۳ ۱ ۳۲ ۲ ۱ 
٩۶۱۲ ۲ ۶ ۶‏ 7 ۶ ۳ 
لین ۲ و ۰۴۸ درس ۱۵ عدد طبیعی قرار دارد و بنابراین) ۱۵ کسری که 
2 ک تن ۱ 
مقدار ان‌ها تمرن ۳ ۲ ۲ باشد ‏ جنین اند : 
۷ ۴۳ ۴۳۵ ۵ ۳۳ ۳۳ 
٩۶۲ ۶ ٩۶ ۰ ۷۶ ۶‏ 
که التبه » برخی از آن‌ها ساده می‌شوند. 
می‌توانستیم» بدون تبدیل به‌یک مخرج» عمل کنیم : 
۱۶ ۱ ۱۶ ۱ 


۳۲ ۳-۲۲ 
۶ "۱ 
۱۵ 8 یس و ۳ 4 ۳ 
کسر بین رج و جت چنین‌اند 
۶ ۱۶ ۶ ۱۶ ۱۶ 
دز فد اقا انح 
۳" با پر مدز 
و همیچنین! وا ]مرج مقداری بین دو مقدار 7 و 7 است. می‌توان 


۳۷ ۱ 
پشت‌سرهم» کسرهای بینابینی را پیدا کرد. دراین‌جا» درسطر اول دوکسر تج و 


۳ 


۱ 
۲ و سبس. در سطرهای بعد» به‌ترتیب» کسرهای بینابینی داده شده‌است : 


۱ 
سا 
۳ 
ی 
بت | 
و و اه 
ز (۳ 
۷۲ ها و ۲ 
! .۲ ۲ ها ۲ ۵ ۳ ۷ ۱ 


بر ای مد ام تا اش ایس چیه مت ۴ 
۲ ۰۱۳۶ 71 :۳ | 
یسیو 7 (۸ 
7 ۴( 


ما ی سا ی ار ار ی اه هی ی ۳ 


۱۷" ۱۲۰ ۷ ۳ ۱ 


در سطر پنجم. کسرها؛ به‌ترتیب صعودی (یعنی از کم به زیاد) آمده‌اند و 
و ۱ . 
یادداشت. ۱۵ عددی که در یکی از سه راه‌حل به‌دست آوريم با ۱۵ 
۱ و ۲ ۱ 
عدد راه‌حل دیگر فرق دارد. دروافم ؛ بین دو عدد گویای و چ بی‌نهایت 
عدد گویا وجود دارد که. در هریک از راه‌حل‌ها؛ برخی از آن‌ها را نوشته‌ايم. 
۳ ۱ 
دش ۵ ا» و م2 عکس یکدیگرند و حاصل‌ضربی برانن واسحل دارند : 
اد عه کون 
ا 
بنابراین» اگر » عددی مثبت و بزرگتر از ۱ باشد. 7 عددی مثبت و کوچکتر 


از ۱ می‌شود. درحالت منفی بودن » هم. می‌توان استدلال مشابهی داشت 
پاسخ مساله مشروط انتتنتتا 


۳۳ 


۱) اگر ۱ < 6 یا ۱- - »» آنوقت 2 -< 6 
۲ اگر ۱ < 6یا ه > ۵ > ۱- آنوقت 2 < ۵ 
۳ اگر ۱ > » > ۰ یا ۱- > 6 آذوقت 2 > ». 
۵ . ۱۷ ی اه 
۷ )مب < ج- (۱۷ به ۱۸ خیلی نزدیکتر است تا ۱۵ به ۲۸)؛ 
۷ .8 ۱ ۵ 3 ۹ 
۲) 7 > ٍ باید ب‌صورت و مخرج کسر ۰ ۲ واحد اضافه کرد تا برابر 
۷ ۱ 
7 شود و ولی اگر به‌صورت و مخرج کسری که از واحد کوچکتر است؛ یک 
تفن ۴ 
مقدار اضافه کنیم» کسر بزرگتر می‌شود؛ ۲ 7 > 
ی ۱ ۵ ۳ 2 
کوچکتر و ۷ از نصف ۱۲ بزرگتر است؟ ۴) + > . ۸برابر 7 یعنی 
۱9 


۱ ۵ ه, ۹۷ ۹۷ 
۳ از ۸برابر > یعنی -- کوچکتر است؛ ۶ ۲۲ > ۰7 کسر ٩۲‏ 
از واحل بژزگتر است. بنابراین ) با اضافه‌شدن ۶واحل به‌صورت و محرج ان » 
به‌واحد نزدیکتر» یعنی کوچکتر می‌شود. 


. ۲ از نصف ۸ 


۰.۱۸ 
۷ 
۱۳۷ ۷ ۷ ۲۱ - - 4« ۱۶/۸ 
۸۸ 
۴ ۳ و ۳ 
۱ ها اي سس 
٩‏ ۰ ۵ ۲۷ 
۵ ۵ 5 ۵ ۳۳ 
۱۳ ۲ ۲۵ 
۱ ای ۱ - ۵ ۲ ۱۱ ۵ 
۵ 5 و ۳ ۳ ۵ 
۱ ۱ ۱ 
ات سس ار ات 
۴ 1 1 


۳ 


را 


۱ ۱۳ 
,۰ دا سب 4 ۱۹۵ دح سب : ۱۹۵ ([۱ 
۱۵ 
۳۳ ۱۷ 
۰ اد سب پر ۵۱ ع< سب ۱ (۲ 
۱۷ ۳ 
۱ ۳۵ ۵ ۱ 


۳ پاسخ : ۰ نفر 

۱ پاسخ. ۲ کیلومتر. راهنمائی. ابتدا ببینید» هر قطار دریک 
ساعت» چه‌کسری از فاصلة بین دوشهر را طی می‌کند! 

۲ قبل‌از آغاز عمل و حل تمرین‌ها دقت کنید با چه عددهایی وبا 
چه عمل‌هایی سروکار دارید و این عمل را به‌چه راهی باید انجام دهید : کدام 
عمل مقدم است و کدام عمل را باید برای مرحلهٌ بعدی نگاه داشت. در 
این‌جا؛ پاسخ‌ها داده شده‌است : 

.۵ ۳ ۱۷+ )۲ ۶۵ 

۳۴ برای ضرب یک عدد دهدهی در ۳۷(۱۰۳ ع )۰ باید ممیز را 
رقم به‌سمت راست منتقل کرد و برای نقسیم پر ۱۰۳ باید ممیز را 1ترقم 


به‌سمت جس برد . 
۴ هه /#ه << و ۱ : ۰۳۴ ۰/7 :۳ ۱۸ ست هو بد ۱۳ 5 مره 


۱۳: وفتی محرح کسر ه تنها شامل توان‌هایی از عددهای اول ۲ یا 
۵ باشد» می‌توال با صرب صورت و محرج دریک علد مناسب ؟ محرح را 
ب‌شکل ۱۰۳ درآورد : 
۵ ۵«ه۵ ا ۵ 


۲ ام ۷ ۷۳ 


ی و 


۳ ۵ ۵ 


"۳ _ ۷۶ _ ش ۸ ۱ _ ۱٩‏ 
۱ ۳۹ ۲ ۸۲ ۲ ۲۵ 
۷۵ ۵ ۶ ۳ ۳ 
۰ ۴۰۱۲۵ ۴۵ 
۴۸ نی ۳ ۶ 
۰ ۱۲۵۸ ۱۳۵ 
۵ _ ۵ ۰ . .۰ ۰ ۱۵۱ 


۷ مد کح 


:9۳۸ ارو د 


۷۷۵۰ ۰۸ < ت مت 
9 ی ۳ ۶ ۱۰ 
9 
1ص بیس ۱ 
۳ ۵۲۳ ۶۲۵ 
۱۳۵. 


و :۱( 
۲( پاسخ. ۳) پاسخ. ۱۰ 

۶ پاسخ. ۹۹۰کیلوگرم. 

۷. طول هر گام کارگر بلند را واحد می‌گیریم. او در ۱۰۰ گام خود 
۰ واحد طول به‌جلو می‌رود» درهمین مدت کارگر کوتاه ۲۰ + ۰۱۰۰ یعنی 
۱۳ گام جلو می‌رود. ولی هرگام او ۸۰درصد یعنی ۰/۸ کارگر بلند طول 
دارد 
۶ - ۸ /ه «< ۱۳۲۵ 


به‌این‌ترتیب» وقتی کارگر بلند ۱۰۰ واحد طول جلو می‌رود؛ کارگر کوتاه ۹۶ 
واحد طول می‌بیماید و ۴ واحد طول عقب می‌ماند. 

پاسخ. کارگر بلند» زودتر به کارخانه می‌رسد. 

۸ هر ۱۰۰ کیلوگرم» در زمان استخراج ۹۸ کیلوگرم زغال‌سنگ 
خالص دارد. ولی ۱۰۰ کیلوگرم بعد از دو شبانه‌روز ۸۸ کیلوگرم زغال 


۳ 


خالص دارد (از ۰ کیلوگرم؛ ۱ کیلوگرم آن» آب است.) به‌این‌ترتیب» بعد 
از آن که زغال؛ دو شبانه‌روز در هوای آزاد باشد هر ۸۸ کیلوگرم خالص 
آن ۱۰۰ کیلوگرم وزن دارد. باید ببینیم ۸ کیلوگرم زغال‌سنگ خالص» چقدر 


وزن دارد : 


پاسخح. بعد از دو شبانه‌روز» به‌هر ۱۰۰ کیلوگرم زغال‌سنگ استخراج 
شده. ۱۱ کیلوگرم اضافه می‌شود. 

۹ ۱۰۰ سانتی‌متر مکعب آب؛ بعد از یخ بستن» ۱۰۹ سانتی‌متر 
مکعب حجم پیدا می‌کند یا» برعکس هر ۱۰٩‏ سانتی‌متر مکعب یخ» به ۱۰۰ 
سانتی‌متر مکعب آب تبدیل می‌شود. باید بينيم هر ۱۰۰ سانتی‌متر مکعب 
یخ» به چند سانتی‌متر مکعب آب تبدیل می‌شود : 

9 6 ۵ ۵ ۱ ۵ 6 ۱ 
4 مناعین - ۱ 1 5 

پاسخ. 4۸/۲ حجم یخ. بعد از آب شدن. کم می‌شود. 

۵۰ پاسخ. چاپ سوم ارزان‌تر است. اگر هر جلد چاپ اول کتاب 
۵۰ تومان قیمت داشته‌باشد» چاپ دوم آن ۱۳۰ تومان و چاپ سوم آن ٩۶‏ 
تومان خواهدبود. 

یادداشت . باسخ این مساله را می‌توان» بدون محاسبه داد. در چاپ دوم 
هر واحد قیمت چاپ اول افزایش می‌یابد و به ۲ /۱ واحد تبدیل می‌شود و در 
چاپ سوم از این ۲ /۱ واحد ۲۰ کم می‌شود و روشن است که ۲۰درسد 
۲ او ۲۰ درد واخد شیر انتشا: 

1 پاسخ : ۳ 


۳ ۷ 


۲ نه! فرض کنید؛ تعداد مسافرها ۱۰۰ نفر باشند! ازاین ۱۰۰نفر 
۰ نفر ایرانی و ۷۰ نفر مردند. ولی از این ۷۰ مرد؛ می‌تواند ۳۰ نفر غیرایرانی 
باشد و تنها ۴۰ نفر ایرانی. 
رز ۵ اگر بخ آهیم بذانیم عدد ۰0 جنددرصد عدد 0 است؛ بهترین و 
ساده‌ترین روش استفاده از دستور زیر است: 
و۱9 2 6 
0 


‌ و و ۱ و ۱ ۲۵ ۱ 
:۷ 2 5۵ سب ید سب بد (۱۷ 
۳ ۱۵ ۳۷۵ 


۵ < -۸/ 
۰ ۸۳ 5 و و ۱ ۳۸۵ - ‌ (۲ 
۱ ۵ « ۴ ۳۵۰ 
۵ ۷0 2 س 
۵ ۷( ۳ ۳۱ 
۵ < ۸ 
۷ 
۱ ۷ ۰ ۵ * ۰۷ 0/۸ 
۳ 


۴. اگر جمعیت شهر در ۱۰ سال پیش ۱۰۰ باشد؛ جمعیت فعلی 
آن ۱۱۰ نفر می‌شود. بهاین‌ترتیب» ۱۱۰ جمعیت ۱۰ سال قبل این شهر 
پراپر ۰ ۰ ۵۵۰نفر است و درنتیجه» جمعیت ۱۰سال قبل برابر است با 

و و | 4« و و و ۵اه 
6 6 0 0 له .سس سس 
۱۱ 
شا 
۱ «(۲ ۳7 ۱ 
۶ ۱۲ ۲۳۸۷ ت 


۸ ی ۳ 


سل ۱ ۷۲ 
۳ ۱۲ ۲+۳۷ ۳ 
۷ ۷ ۷ 


رس << 77۲ 
۱۱ ۲+۲۷ تفن 


درواقم» عدد اول به‌تقریب ۰۱۷ عدد دوم 1/۲۵ و عدد سوم به‌تقریب 14۵۸ 
عدد 7 می‌شود. 
۶ شکل ۲۸ همه‌چیز را روشن می‌کند. زاویٌ ۰۸ چه ازطرف ضلم 


شکل ۳۸ 


کوچکتر و چه ازطرف ضلع بزرگتر» به نسبت‌های ۳۰ : ۱۵ : ۱۵ : ۳۰ یا 
ساده‌تر به نسیت‌های 


سیم ماد 
۷ مسافتی که پیاده در دو روز آخر بیموده‌است ‏ تفسججی: ۲ ۶ ۲ 


بوده‌است» و جون این مسافت روی‌هم ۵ کیلومتر است پس 


۳۵ 
: (کیلومتر) ۲۷ ح- ۳ برای روز چهارم 
۱ ۸ له و ۲ ۱ ۱ 
کیبلومتر) ‏ ۳4-۲ ایا کوب تج 


۳ 


از نسبت‌های فرض. معلوم می‌شود که روز اول. به‌اندازه روز پنجم» روز 
دوم به‌اندازة سه‌برابر روز پنجم و روز سوم به‌اندازه دوبرابر روز پنجم راه 
رفته‌اسست. 

پاسخ. ۲ کیلومتر. 

۸ پاسخ. ‏ (نسبت حجم ظرف کوچکتر به حجم ظرف بزرگتر) 

9 پاسخ. و لا 

۰.۱۵ پاسخ. همان ۰۹۷ 

۱ عدد اول را » و عدد دوم را 6 می‌گيريم. بنابر فرض مساله باید 
۰ از عدد ۵ با ۶۰ از عدد 0 برابر باشد» یعنی 

۰7۶ - ۴6 ۸ه 


با این برابر می‌توان یک تناسب درست کرد و نسبت دو عدد » و 0 را به‌دست 


آورد : 
۴ _ 0 ی ۰/۶ _ » 
۲ ط ‏ ریت ار 


بنابراین» باید ۱۳۰ را به‌نسبت ۲ : ۳ تقسیم کنیم. 
پاسخ. عدد اول ۷۲ و عدد دوم ۳۸. 


پاسخ. 1/۰۰ 
۳ نها ۷9 
برابر بر ۶ و نست مساحت‌ها برابر 71 ۰ -. ولی ۶ 1 (درحالت‌کلی) پراپر 


۰ 
۱ 0 - ی 0 
نیست؛ یعنی اگر 0 ع< 6 با برای به‌دست بت 11 باید در 


ضرب کرد که؛ درنتیجه با کسر ۰ برابر درنمی‌آید. 


و ۳۱ 


۱۵ اگر طول ضلع مربع ر 3 بکیزیه: بعداز آن‌که ۵ ۲ ۸ بذرگ شود 
تبث د سست! می‌اید ؛ میات ی افضلی براتر فسات #زیع بزرگ‌شده برابر 


۱۸ ۲۵ «۶ ۱۸ ۲۵ - 


می‌شود. یعنی مساحت مربم ۴ ۸برابر شده‌است؛ يا به‌زبان دیگره ۴۴ 
به‌مساحت ان اضافه لماش 
ماما ۱ . اگر عدد دوم را اُّ بگیریم» عدد اول برایر 0 ۱۸ می‌شود. 
اکنون تلد دوم را با تلد اول مقمایسه می‌کنیم (عدد اول را ۵ ۵ ۱ ,7 بهحساب 
می‌آوریم) : 
۰ ۱۵ *< ) 
۵ ۲ ۱۸ 
یعنی عدد دوم » ۰ ۲ از عدد اول کو چکتر استحاه 
۶ بپاسخ ۵ ۴۸ کیلومتر درساعت. 
پا ۱ از فانون نفضیل نسیت‌ها در مخرج استشاده می‌کنيم : 


و امس 


۴ ۲ سل لم ۴۳ ۳ لد م۵ 
دب 


بت 
سسته ‏ 


هه 
سح سس 


2 ۳ ۴ 2 4 ۲) - (2 + ۵) 
۷۰ ات هی ید ۱۲ و سوه 
)٩ 4+ (۲ ۴-۱ ۹‏ 
۰ ات ب: چد ۳ اس اب چد سس <د سسس(۲ 
1 ۱ 1 ۱ 
19 بت 7 + (۲ - ۱۰) ۳ 
ج ۱ 1 


۳۹۹ ۱ )فا( ۵ ۳ 


۱ 2 
0 ی 
41 »6 / 3 


۳ ۲ ۵ 1 رت 9ص« 
: با ۳ < --؛ از آن‌جا به‌دست می‌آید 


۳ و ۷3 ۴ 
٩‏ < 7 و سبس ۱۵ < ؛ 
۵( + »0) ( + »)۲۵ ِ» 


۲ پاسخ. اه و ۶ 
هس 0 بو ی ([9- ۹18* ف13 بت و 
۹ باانجام عمل ترکیب نسبت‌ها درصورت و تفضیل نسبت‌ها در 


۳ ۱ 
-., از این‌جا 
7 ال 


مخرج : 
۱ ۶ . (۵ + جم) +( > 92) 


) 04+ 9(  )م«‎ - ( ۱۱ 1 


7 ۴ 01 ۱ 
از این‌جا به تناسب چ < سم- می‌رسیم و درنتیجه 


0" 
بر :) تفسیم) می‌کنیم 
0 سول چات 
۸ ۱ ها بت 0 
6 ۲ » / 
وب اعت باس سم 
۵ ۰ وه ۱ ) 0 


۵ ۴۳ تّ #۶ ۲ 2 
۲۳ 7 ها ج ۲ 2 لا 


۳۱ 


۲ با ضرب و تقسیم تناسب‌های مفروض به‌دست می‌آید. 


۳ / 0 ۱ اف اِّ 


۲ 7 ۱ ۵ "۶ 7 
۱ ۲ ۱ ۷۹ ۱ 
شا 9 دروافع ؛ باید عدد ۰ را به‌نیست ۳ ظِ 2 نقسیم کنیم. 
پاسخ. ۳۰۸ ‌ِ ۱۷۳۹ 
( بش ۳ بیش‌از پاسخ به برسش مساله ؛ به‌دو نکته اشاره می‌کنيم. 
۱) دستور محاسبه دفیق حجم مخروط نافص یا هرم نافص این است : 


)۲( (5۱ + ۲رد رص) < ۲ 


1 
۳ 
۲) اگر دو عدد مثبت » و 0 را درنظر بگیریم» هميشه میانگین حسابی 


آن‌ها؛ یعنی 0 1 ِ از میانگین هندسی آن‌ها نذا زکتر است ؛ مگر وفتی که دو 
عدد » و را باهم برایر باشند. به‌زیان دیگر در تال 0 و0 : 


۲۳ < )۴( 


درحالت ‏ < ۰ ۷۵6 - لگ زیر 


0 
با کب ۶۰۳ 


۲ ۲ 


۲ 1 
هندسی آن‌ها برابر ۸ < ۲/ » یعنی ۴ است. در این‌جا میانگین حسابی؛ 
۵ او فانگخ فتلسي. نزرگتر استا: 


۵ - ۱ د ۴ ح- ۴ >« ۲۵ مه د ۴ 


۳۱۳ 


ار دو عدد را از هم دورتر کنیم و مثلاً ۱ و ٩‏ بگیریم میانگین حسابی آن‌ها 
برابر ۵ و میانگین هندسی آن‌ها برابر ۳ می‌شود و میانگین حسابی به‌تقریب 
۷ از میانگین هندسی بزرگتر است: 


۵ عت ۲ ۴۶۲۷ نج ۳۷ 6۸ 2 ۳ 


واگر دو عدد را ۹/۵ و ۰/۵ بگيريم (که میانگین حسابی آن‌ها برابر ۵ 
است) دارای میانگین هندسی ۸ ۲۸ می سوند ۴۲ میانگین حسابی نزدیک ره 
6 7۷۱۲ اژ ميانگین هند‌سی شوگ اسیت : ۱ 


۵ نج ۸۲ ۲۸ 41 ۱۸ ۲۸ :۲۸۸۲ بح ۳ ۱۸ بر ر۱ ,۲ 


۳ اگر در دستور (۰)۲ به‌جای ۱/5۱5۲ (میانگین هندسی مساحت‌های 
دو قاعده مخطروط یا هرم ناقض) » میانگین حسایی آن ؛ بعنی ۳ را 
فرار دهیم ) به‌همان دستور (۰)۱ در صورت مساله؛ می‌رسیم : 


سح 
< م2 5۱(۰ ۲ ۱۵۷ و ) 


/ و د بو 
۹ +,و) - 
۳ بو + و9 (۵۲ + ۳۹۱ 
۲ ۳ ۲ 5 


بین‌ترتیب» دستور (۱) تنها وقتی دقیق است که میانگین حسابی و 
هندسی مساحت‌های دو فاعده» باهم برابر باشنده یعنی درحالتی که؛ دو 
قاعده مساحت‌هایی برابر داشته‌باشند؛ به‌زبان دیگر» وقتی‌که با استوانه يا 
منشور فائم سروکار داشته‌باشیم. 

هرچه مقدار مساحت‌های دوقاعده ازهم دورتر باشند» دستور (۱) 


تقریبی‌تر و در برخی موردها اشتباه می‌شود. مثلاٌ» ار مساحت فاعده بالا 


۳" 


را صفر بگیریم (یعنی با مخروط یا هرم سروکار داشته‌باشیم)» نتیجه به‌کلی 
دور از وافعیت هي سو د . حجم مخروط يا هرم برابر است با حاصل‌ضرب 


مساحت فاعده در ارتفاع ‏ ولی تتانر اکتتواز (۱۱ ی / حاصل‌ضرب 
مساحت فاعده در ارتفاع می‌شود. 

باوجود این در موردهای عملی» که نیازی به دقت کامل ریاضی نیست 
و درضمن» مساحت‌های دو فاعدة مخروط يا هرم نافض» خیلی ازهم دور 
نیستند» می‌نوان» به‌جای دستور پیچیده‌تر (۰)۲ از دستور (۱) استفاده کرد. 

ه‌اين مساله توجه کنید: حجم هرم ناقصی را محاسبه کنید که ارتفاعی 
برابر ۳ دارد و مساحت‌های دو قاعده آن به‌ترتیب برابر ۳ و ۱ است. 

ابتدا حجم دفیق‌تر هرم نافص را پیدا می‌کنيم : 

0 0 
ح (۵۲ + ,و۵ 1 ۱ ۱ 

- -)۳ + ۰۷/۳ + ۱( 22 ۲ 


اکنون» اگر حجم همین هرم ناقص را به کمک دسسور ۳۷ بیدا کنیم : 


۲ رگ ۷ 


1 ۱ 
تن حِ بحم ۳ 


سح ۳ بو سس سب و ؛ 
۲ ۲ 


و اين نتیجه» قریب 1۵ از مقدار واقعی بیشتر است. 

می‌بینید » حتی دراین‌مورد: که مساحت‌های دو فاعده اختلاف زیادی با 
یکدیگر دارند (قاعده بزرگتر ‏ سه‌برابر فاعدة کوجکتر» مساحت دارد)؛ بازهم 
درعمل و وفتی مقدارهای تقریبی برای ما کافی باشد» جوابی که به‌کمک 
دسسو ار )۱( یهد سس آمالتتاب تا بذیرفتنی ا تیان ۲ روسن اشنت که هر جه ‏ 
سبت مساحت‌های دوفاعده» به واحد نزدیکتر باشد» جواب‌ها به هم نزدیکتر 
می‌شوند. 


۳۱ ۵ 


یادداشت. در خیلی موردها» می‌توان به‌کمک قضیه‌ها و دستورهایی 
که در هندسه سطحه وجرد دارد» قضیه‌ها و دستورهای مشابهی در هندسهة 
فضائی بیدا کرد. ولی باید توجه داشت که رفتن از صفحه به فضا؛ اغلب 
کیفیت کار را عوض می‌کند و نمی‌توان با سهل‌اندیشی» دستورها و فضیه‌هایی 
را در هندسهٌ فضائی (در شباهت با هندسة مسطحه) جعل کرد. 

دستور (۱) که در صورت مساله ۱۶۴ داده شده‌است. نوعی شباهت با 
دستوری در هندسهة مسطحه دارد و دستور هندسه مسطحه مربوط به محاسبة 
مساحت ذوزنقه است (که در شباهت با هندسة فضائی می‌توان آن را مثلث 
ناقض نامید)! اگر دو قاعده ذوزنقه را با طول‌های » و # فرض کنیم؛ مساحت 
آن از دستور 


9ص 
28 


5 / 


درهر حالتی (۷ ۶ » يا نا - 6 با 9 ] فزشت: اشت: درحالی‌که در 
مشابه فضایی آن [دستور (۱)] چنین نیست. 


۵ پاسخ‌ها 
نز 
#۹ ۱۸۱۱۸ ۶ ۶ چ 
(۱۴۲۸۵۷ ) (۱۸ / (۲۸ ِ 
۷۱۹ ۳ 2 
(۷۶۹۲۳ ۸ ۵۷۱۴۲۸ 
۱ 7 ۳ ۳7۳ 
۷ ۵ 
۰ م و ات ۵7/۳۸۷۴۴۱۵۱ ح< سب 
:(۴)۶ / ۳۹ / > 
۱ 


(۰۸)۳ حد سب 


۳۶ 


۴ 


ی ] 
ار ۱۲۳ 7 
٩ ۳ ۷۸۳‏ 
جح ست۱ < ۱۸/۷۸۳۱ .سب ح مس - |۳۹ 
۱7۱۳ سم هد (۳۹)ة 
۶۶ ۲ ۸۷ 


۵ ۷ *« ۵ ۱۸۳۵ 
وت جح سس جح سس << ۱۸۵ ) ۸ 
۳۷ ۷ > ۲۷ ۹۹ 


۲۷ ۲ . ۲۵ ۵ 


۳۲۷-۳ ۳۲ 5 
۹4۰ 4 ۵۲ 
۱۵۳-۱۵ ۱۳۸ 


۴۸۳/۲۷( <- ۴ 


سس حد سس ۱۵/۳۱ ۸ ه 
۵ ۱ و و #* و و ٩‏ ۱ ۱ ۲ 

۵ 

۱ سا و له )ره 
۹ 

۲٩ -- ۲ ۳۷ 3‏ 
سیحت.. حد.. سسست._ عح< ( زان 
و ۱ 0 و ۹ 


یادداشت. هر کسر دهدهی ساده را می‌توان باه صیه رابت یک کسر دوره‌ای 
(با دور گردش * يا .)٩‏ نوشت مثل 
و ۳۵ ۳ج از ۲۳ 
ها ۱۳۲ 


۲۸ ۱ 


۱۳ در تقسیم یک عدد بر (1) چون بافی‌مانده نقسیم باید از 2 کو چکتر 
باشد) تنها یکی از عددهای 


)۳( زج ۱ 


۳۷ 


ی‌تواند در باقی‌مانده ظاهر شود؛ یعنی اگر عمل تفسیم را تا ۱ - ۶ رقم 
دنبال کنیمء به‌ناچار» یکی از همین عددهای دنبالة (۰)۱ دوباره در باقی‌مانده 
نع , ۳ ۱ 
ظاهر می‌شود. به‌این‌ترتیب» حداکثر تعداد رقم‌های دوره گردش برای 7 زر ؛ 
عددی اول است) برابر است با ۱ و. مثلا 
۱ ی ۱ 
(۶ رقم) (۱۴۲۸۵۷) ۰۸ ی 
ار ۱ ۱ ۱ 
(۱۶ رقم) (۰۵۸۸۲۳۵۲۹۴۱۱۷۶۴۷) ۰۸ 9 
ولی معمولاً» تعداد رقم‌های دورهٌ گردش از ۱ - « کمتر است : 


(یک رقم به‌جای دورقم) (۰۸)۳ < 


- | 


۱ 


(دورقم به‌جای ۱۰ رقم) (۰/)8۹ 1 


۳ ۲ 79 ۱ 
( ۱۵ رفم به‌حای ۲۰ رفم) ۲۲۵۸۰۶۴۵۱۶۱۲ ۰۳) ۰/۸ ص ۳ 


ولی ثابت می‌کنند که تعداد رقم‌های دور گردش همیشه مقسوم‌علیهی از 2-۱ 
است. برای ۱۳ < .۰ تعداد رفم‌های دور گردش برابر ۶ (مقسوم‌علیهی از 


۱( و برای ۳۱ ار تعداد رقم‌های دوره گردش برایر ۱۰ (مقسوم‌علیهی 
از ۳۰) شده‌است 


۸ ۷ فرض می‌کنيم بخواهیم کسر دوره‌ای ساده (۶۳) /۰ را به‌کسر 
)۱ ۳۱ ۲ و بت و 
دوطرف رابطه (۱) را در و ۱۵ ضرب می‌کنیج (هه۱ پشی رز ۲ و ۲ تعداد 
رفم‌های دوره گردش اینتش ].* 


(۲ کر کر ۱ ات و 6 


۳۸ 


برابری (۱) را از برابری (۲) کم می‌کنيم : 


۳۹ ۹ 
۳ 1 ج< 7۲ <- ۱.۲ 


درحالت کلی؛ عدد دهدهی دوره‌ای را (606.۰.۰0) و تعداد رقم‌های 
دورة گردش آن را :: می‌گيريم. اگر عدد را 2 بنامیم : 


[ اه ره از 


و دوطرف پرابری را در ۱۰۳ ضرب کنیم: 


(۵ ۰/۵0۰۰ ..ع۵0 ع و۱۰۳ 
با کم‌کردن مقدار ۲ ازاین برابری به‌دست می‌آید. 
0 -<- ۱(2 - ۱۰۳) 
از طرف دیگر 
اقا سا ۱ ۱۵ 


بنابراین 
0۳ 5 
٩‏ 


۲ کسر دوره‌لی مرکا ( ۲۷ )۲۵ 0 را درنظر می‌گیریم و آذرا 7 می‌نامیم؛ 


داریم : 


۷ 


۳۷۲ )۲۵۸ و و[ 
۲( ۲۷ ۲۵۲۷۸ ۱ 


۲۵۶ مس ۲۲۷ 2 وه ه ۱ - ۳ و و ه ۵ ۱ 
۱۳۹ ۵ -- ۲۵۲۷ 


۲ ۹۹00  . 0 


۳۱۹ 


درحالت کلی» اگر تعداد رقم‌های غیر گردش برابر :1 و تعداد رقم‌های گردش 
برابر 170 باشد؛» بافرض برابر بودن عدد با 2 شاضل 


و۱ 


را محاسبه می‌کنيم و از آن‌جا 2 را به‌دست می‌آوريم. 
مثلا درکسر دهدهی (۱۸)۶۳ ۸ داریم ۲ < ۷ < 17. 
به‌ترتیب محأسبه می‌کنیم : 
۱۷۲۰ ۸ :3 
((۶۳) ۱۸۶۳۸ < ۱۰۰۰۰2 
(۱۸۸)۶۳ -<- ۱۰۰ 


٩٩۰۰ < ۱۸۶۳ - ۷ 
5 ۱۸۵ ۴۱ 
ت‎ 4۹۰0۰ 


۶ مجموعه عددهای حقیقی 

۶۹ بپاسم. 1 0 2 )6 آ. 

۵۰ پاسخ. ۱ گنگ. ۲) گنگ ۳) گنگ؛ ۴) گویا /٩(‏ برابر ۳ 
و ۷/۴ برابر ۲ و ۷/۴ - ۷۹ برابر ااست)۴۶) گنگ (حاصل عبارت» برابر 
(۰۷/۲- ۲/۱ می‌شود) ؛ ۶) گویا؛ ۷) گنگ. 

۱ عدد 7 تا ۱۴ رقم بعد از ممیز چنین است: 


دا اد رد لا 2۳« 
۲۰ ۳۸ ,۱۴۱۵۹ /۱۴۱۵,۳ ۱۴۱,۳۸ ۳۸ 


و ۳۳۲ 


که هر ای ری برد ام با کر 

ها ۵ ( ۱۳۳۱ 
۳۳۵ ۱۴ ۲۸ ,۱۴۱۵۹۲۶۳۳۵۸ ۳۸ 
۷ ۴ ۳۸ 


۲ ۲ از ۲ ۰ بزرگتر است؛ زیرا مقدار ۱/۲ تا پنج رقم بعد 
از ممیز چنین است: 


۲ ۰ ۱/۴۱۴ 
بت 


بنابراین عدد که عددی کنگ است» بین عدد گویای 


۴ ۱۸ و شلد کنگ ۱/۲ فرار دارد : 


۲ ق شفنت ‏ 2 ۱,۴۱۴ 

۳ پاسخ. ۱) اگر کسرها مثبت باشند» آن که صورتش بزرگتر است؛ 
گر هرد بر مش پاشید 3۳ روما فویتگر استهه ۶ آگر رن آز 
کسرها منفی و دیگری مثبت باشد. آن که مثبت است؛ 

۲) اگر هردو کسر مثبت باشند. آن که مخرج کوچکتر دارد. اگر هردو 
کسر منفی باشند. آن که مخرج بزرگتر دارد و اگر از دو کسر؛ یکی مثبت و 
دیگری ملق است آن که میت اسف 

۳) آن که قدرمطلق بزرگتر دارد؛ 

۳) آن که قدر مطلق کوچکتر ارد. 

۴ توجه داشته‌باشيد که || < |» - ]. بنابراین» باید به این پرسش 
پاسخ داد که » بزرگتر یا |6]. 

پاسخ, اگر » < ». آذوقت ۸ < |0|؛ اگر » > ۰ آنوقت 6 < |۵|. 


۳۳ 


۵ دو حالت درنظر می‌گیریم : ۱ » و وه هم علامت‌اند. دراین 
حالت» پرای محاسبةٌ 0 + . باید قدرمطلق‌های » و ۵ را باهم جمع و 
سیس ۰ علامت 3 با / را به آن داد. بنابراین ) دراین حالت 


ا۵| + | < | +4 »| جد ه < 9 ۰» 


(وقتی می‌نويسيم؛ ۰ < 40 به‌معنای آن است که » و ۰6 هم‌علامت‌اند). 
۲) اگر » و # علامت‌های متفاوتی داشته‌باشند (۰ > 0»). آنوقت 

برای محاسبةٌ ۵ + ». باید تفاضل قدرمطلق‌های دو عدد 4 و ۵ را به‌دست 

آورد و» سپس علامت عددی را درنظر گرفت که قدرمطلق بزرگتر دارد. پس 


۵ +۱۵۱ > 0 + | چ« ه > 60 
درحالتی هم که 6 یا ۵ يا هردو برابر صفر باشند» روشن است که 
۵| + |ع| عد |۵ + م| چ> ه < 6۰0 
به‌این‌ترتیب؛ نابرابری زیر» هميشه درست است : 
۵+ > || + | 
۶ با استدلالی شبیه تمرین قبل نتیجه می‌شود: 
۵| - [»| < | - ۱۵ 


علامت برابری برای حالتی است که » و ۵ هم‌علامت باشند» درضمن 
۵ < |»/. در دیگر حالت‌ها. علامت نابرابری برقرار است. 

۱۷۳۷: پاسخ. هردو برابری درست‌اند: حاصل‌ضرب قدرمطلق‌ها با 
قدرمطلق حاصل‌ضرب‌و و خارجقسمت قدرمطلق‌ها با قدرمطلق خارج‌فسمت 
برابر است. 


۳۳ 


۸ ۰۱ ۲) ۱ (7/۸۲ از ٩‏ بزرگتر و از »۱ کوچکتر است)؛ ۳) 
۱- (۲۷/۶ و ۷/۲۴ باهم برابرند؛ درضمن ۲۷/۶ از ۵ کوچکتر است). 

۹. طول ضلم‌های پهلوی زاوية قائمه را » و 6 می‌نامیم. در 
این‌صورت: ۱) ۱ < ه و ۲ < 6 ۲) ۲ < م و ۳ < ه9؛ ۳) ۱ << » 
و ۴ اد 9 ۲۰۲۲ .6و دا ۲۵ عون ۶:۵۲ ۶ :من 
2۶ 0: ۱ 

۰ ) ۷ ریشه‌ای از معادلا ۷ <- ۲« است؛ ۲) ی 
معادلةٌ ۵ <- ۴.۲ است؛ ۳) ۳ بیکن از ریشفقاق معادله ۱۲ - ۲ 


اسست 


۴ فرض می‌کنيم ۱ - ۷۳ < ۰2 دراین‌صورت 
٩+ ۱( ۳‏ ۲) جح ۷/۳ < ۱ + 2 


و این همان معادله‌ای است که یکی از ریشه‌های آن برابر ۱ -- ۷/۳ است. 
معادله ) بعد از ساده کردن به‌این صورت درمی‌آید : 


۲ ۲ لد اه 


۵) شبیه ۴) عمل کنید. معادله‌ای که ۲ + ۰/۷ ریشه‌ای از آن است: 
به‌این صورت درمی‌آید : 
۳ < ۴۵ - آو چت ۷ ۲(۲ - ) 
۱ اگر طول یکی از ضلع‌های پهلوی زاویة قائمه. عددی زوح باشد» 
به‌معنای آن است که طول یکی از ضلم‌های مثلث عددی است بخش پذیر 


پن ۲ ول اگز اطرل هردو ضلع پهلوی زاویه قائمه» عددهایی فرد باشند» 
به‌ناچار طول وتر مثلث» عددی زوج می‌شود (مجموع دو عدد فرد ویا مجموع 


۳۳۳ 


مجذورهای دو عدد فرد» برابر است با عددی زوج. درضمن» جذر عدد 
مجذور کامل زوج» عددی زوج است). 

۲ اگر یکی از ضلم‌های بهلوی زاویه قائمه» مضربی از ۲ باشد» چیزی 
برای اثبات باقی نمی‌ماند. اگر هردو ضلع پهلوی زاویة قائمه بخش‌ناپذیر بر ۳ 
باشند آن‌وقت باقی‌ماند؛ حاصل از تقسیم مجذور طول هر ضلع پهلوی زاوية 
فائمه بر ۰۳ برابر ۱ می‌شود (عددی که بر ۳ بخش‌پذیر نیست» به‌صورت 
۱+ ۳۸ یا ۳۸-۱ است که مجذور آن به‌صورت ۱ + ۳۸ درمی‌آید) . 
درنتیجه از مجموع دو عددی که» هریک در تقسیم بر ۳ به بافی‌ماندهة ۱ 
می‌رسد» عددی به‌دست می‌اید که در تقسیم بر ۲ بافی‌مانده‌ای برابر ۲ دارد. 
و چنین عددی (که باید برابر مجذور طول وتر باشد) نمی‌تواند مجذور یک 
عدد درست باشد. زیرا دیدیم هر مجذور کاملی؛ به‌شرط بخش‌ناپذیر بودن 
بر ۲ ها ما تالف بسورت ۱ + ۳۸ باشد ۲۰4۶ + ۳۸: 

به‌اين ترئیب؛ اگر طول ضلم‌های پهلوی زاویة فائمه» هیچ‌کدام بر ۳ 
بخش‌پلیرنباشند» مثلث مفروضء غینافرری نخواهد بود (زیرا؛ برای طول 
وتر) عدد درستی به‌دست نمی‌آید). 

نابراین:! ب‌ناچار باید دست‌کم یکی از ضلع‌های پهلوی زاو قائمه: 
طولی بخش‌پذیر بر ۳ داسته‌باشد. 

۳) هر عدد» ضمن تقسیم بر ۰۵ به‌صورت یکی از پنج حالت 

۲ رو ۲ سا ره وان 
است. بنابراین» مجذور هر عدد» ضمن تقسیم بر ۰۵ تنها ۳ حالت دا 


می‌کند 
۱+ ۵۸ یا ۵۸ 


اگر یکی از ضلع‌های پهلوی زاوية قائمه» مضربی از ۵ باشد» حکم 
مساله» به‌خودی خود ابت است. فرض می‌کنیم؛ هیچکدام از ظول‌های 


۳۳۳ 


دوضلع پهلری زاویة قائمه» بر ۵ بخش‌پذیر نباشد دراین‌صورت» مجذور این 
دو طول» یکی از سه حالت را خواهند داست: 

اول. هردو به‌صورت ۱ + :۵1 باشند. ولی این ممکن نیست» زیرا 
مجموع آن‌ها (یعنی مجذور وتر) به‌صورت ۲ + ۵۸ درمی‌آید که برای هیچ 
عدد مجذور کاملی ممکن یست. 

دوم. هردو به‌صورت ۱ - /۵باشند که» بازهم شبیه حالت قبل» برای 
مجموع آن‌ها؛ یک مجذور کامل به‌دست نمی‌آید. 

سوم. تنها این حالت می‌ماند که مجذور طول‌های دو ضلع پهلوی زاویه 
قائمه» یکی به‌صورت ۱ + :۵1 و دیگری به‌صورت ۱ - ۵۸0 باشد که دراین 
صورت» مجموع آن‌ها (یعنی مجذور وتر و درنتیجه» خود وتر) مضربی از ۵ 
خواهد بود. 

۲ . پاسخح. 


(ه << ) ۱ 1 
دج 
۱ 


3 ۱ 2 ۱ب 
(ه > 2) ۱- | 2 ۱ 
مه 


(۰ د ») 
((۰ و ) 


۳ گر هم < 3 آن‌وقت ‏ < || و معادله به‌صورت 
۲- عد و - 2 يا ۲- < ه درمی‌آید که ممکن نیست. یعنی برای :۰ جواب 
مثبت یا صفر وجود ندارد. 

اگر » > 2 آن‌وقت 2- <- || و معادله به‌صورت 


۳ ۳ ۵ 


۲ جح (و) بت ج پا ۲- < ۲2 پا ۱- <- 7 درمی‌آید. معادله یک 
جواب دارد: ۱- < 27 

۲ وقتی |۱ - 2| برابر ۴ باشد» خود ۱ - 2 می‌تواند برابر ۴ و می‌تواند 
ترا نت پاش 

اگر ۴ < ۱ - 2 آن‌وقت ۵ < 25؛ 

اگر ۴- < ۱ - 9 آنوقت ۳- - 2. 

معادله دو جواب دارد: ۵ و ۳-. 

۳( پاسخ. معادله دو جواب دارد: ۱ < 2 و ۲- < . 

۲ در این معادله ۳ 7 2 (مخرح» نمی‌تواند برابر صفر باشد). برای 
۳ < 7 هم معادله جواب ندارد» زیرا دراین حالت ۳ - * < |۳ - | و 


ب 4 ۱ ۳ وا ار ت ۳9 ۱ ۱ 
کسر تسس باید از ۱ بزرگتر باشد افش ۴ ان ان‌وفت 2 و ۲ - 1 


مقدارهایی ب مشت‌اند و 2 > ۳ - 2). 
پس ۳ > . دراین‌صورت 7 - ۳ < ۲ - | و 


۳ ۱ 1 
نز تا مت ۲۳ نت کت( ند 
۲ -- ۳ 


معادله تنها یک جواب دارد: 1 ۲ رت به‌این مناسبت قابل‌قبول است که 


از ۲ کوچکتر است و دراین حالت؛ فرض ما براین برد که 7 کوچکتر از ۴ 
باشد). 
۱ 
۷ جمله و چندچندجمله‌ای 

5 پاسخ. 

۱( -2 +۱ ۲( - ۲2۲ +۲2 +۱: ۳( ۴۵ - ۶: 

۰.۱۸۵ بهتر است؛ ایتدا پرانتز ) بعد کروشه و سرانجام ابرو را برداشست : 

- ([(۳۱۱ ۵ا) ت ۸07 - | و۵ بت و۲ - (۱ 


۳۳۶ 


< ۲۸ - )-۵(( - ]-۸۷ - ۵ + ۳:[( 

< ۲ - 1-۵ + ۸ + ۵ - ۳۶۸۱ 

[۵ ۲ - ح<د ((۳ + ۵ - ۸ - ۵1 1 ۲-- < 

۲( ۴۵۲۵ - 60۳ - ]-۵0۲0 - )۲۵۵۲ - ۱([( 

< ۴۵۲0 - )۵9 - ]-۵0۳0 - ۲۵۵۲ + ۱[( 

< ۴۵۲۵-160 + ۵۵۲4+ ۲۵0۲ - ۱( < 

۱ 0۲0-۳۲ < 4۱ ۲۵۵ - ۵۵79 - 9اه - ۴۲۵۱۵ < 


۶ پاسخ. (۱ - 2۴) - (۱ - :۸2 
۱۷ .- داریم : 


[۳۸ - ۲] - ۸ - [ + ۸ - ۲۸ - ۸-۱8 < ۲ 
۲۹ ۴۸ < ۳۸ +4 ۲/۶۸ - ۸ < 
اکنون. به‌جای 4 و ۰1۶ مقدارشان را فرار می‌دهیم : 


(0۲ - ۶۵ + )۲ ( 9 +۳۵04 + ۴)۵۲ < ۳ 
۲ م۱۲ قح و۴ تلدوم ۱۲ ۴ « 


- ۲6۲ 1 ۶0۲ 


۸ اگر یک عدد فرد را ۱ + :۲۸ بنامیم (# ع /)۰ عدد فرد پشت 


ك 


سرآن؛ برابر ۳ كت ۱/4 می‌شود » مجموم آن‌ها جین اتتنج 
۴ + :۴1 -- (۳ + ۲) + (۱ + :۲۸ ) 
که بخش بدیر بودن آن ۳ 1 روشن اس 


۳۷ 


۹ عدد دورقمی را 48 فرض می‌کنيم. با جابه‌جا کردن رقم‌های آن به 
عدد ۳7 م‌پزسیم. دراین صورت داریم : 


60+ 6 < )۱۰۵ + (+ )۱۰9 + »( < ۱۱۵ + ۵ 


و این مجموخ به‌روسنی ) ثر ۱۱ بخش ‌پدیر ان ۲ خارج‌فسمت برابر ۵ 1 6 
یعی مسجمو) 7 فم‌های عدد دور فمی ‏ می‌شود. 
۰ »- <د ۲۵ - 6 یعنی باید دوبرابر عدد را» از خود عدد کم 


۱ 


۲ باید ۵ + » عددی منفی باشد تا (0 + »6)- مثبت شود و این 
وقتی بیش می‌آید که يا هردو عدد » و 6 منفی باشند» و يا از دو عدد 4 و 
۵ آن که قدرمطلق بزرگتری دارد» منفی باشد. برای این‌که عدد (0 + »6)- 
برابر صفر شود باید » و قرینه یکدیگر باشند: ا- < 6. 

۲۳ باداوری می‌کنيم» اول باید عمل‌های داخل پرانتز را انجام داد؛ 
سپس عمل‌های ضرب يا تقسیم و. سرانجام» عمل‌های جمع و تفریق. 


۵ - (1-) : [۵۲ - (۲-)] ع و - ۰ : ( ۱ - آه) (۱ 


 )۴-۷۵( : )۲( ۵  )-۲۱(: )-۷( -- ۵ 


۱ ۱ ۳۱ 
سل جح لا سس و حت ۵ اسب ح< 
۲ ۲ ۲ 


۱ ۳ ۱ 
۲ ۱۱۱ ۳) ۷؛ ۲) ۳. 


۳۳۸ 


.۱ 


سس ال بت ک- و 
اه ۱ 
را ۵ 0۵ م۵ 

۳ ۳ 
۱ ۳ 
۲۳۲ 
نع تب 
۸ ۲ م۸ 
۲) پاسخ. |۳۹ - ۱۳۸۱۳ ۴) ۸5 ۵) می- 
۱ ۱ ‌ " 
۲ 
۳۷ ۳۷ 
1 ۱ . ۸ ۸ 
۵ ۳۳ 
۴ ۴ ۷ ۲ 
ات ی 
"8 ۰ ۴ 


)۳ ۱۵۵۲۶ عذن‎ )۲ ٩۸۵۲ + ٩9 - 6 )۱ پاسخ‌ها.‎ .۵ 


)۸ ٩-۸۰2 )۷ ٩-۲۱۵۲ ۶ كِ»‎ )۵ +۲۷ )۴ ۳/۲۲ 
. 


۱۲2۲ 
۳۰۹-۳ ۱ ۲ ۲ ۲ ۳ 
۲ و ۰ , رز 2) -. 4 


پس باید داشته باشیم : :2 < ۳۲ :2 بنابراین ۱۷ < ۲ +۲۵۸ و ۵ عد ۵. 


۳۳۹ 


یادداشت. جواب ۵ < 4 به‌شرطی درست است که ۰ برابر صفر یا ۱ 
با ۱- اشفا 

درحالت » < 7 و ۱ < 2 مقدار 4 می‌تواند هر عدد دلخواه باشد 
(زیرا» عدد صفر را به هر توانی برسانیم برابر صفر؛ و عدد ۱ را به هر توانی 
برسانیم» برابر ۱ می‌شود؛ البته» درحالت ۰ <- ۰ مقدار 6 نمی‌تواند پرابر 


صفر باشد. 
۳ حالت ۱- <- 2 مقدار "2 براپر ۱- می‌شود؛ بنابراین باید مقدار 
۲.-) هم پرابر ۱- شود و اين» وقتی یش می‌آید که ۲ + ۳۵ 
عددی فرد باشد و جون ۲ زوج است. باید ۰۲۵ یعنی ۰0 عددی فرد باشد. 
درحالت ۱- <- 7 مقدار » می‌تواند هر عدد فرد دلخواه باشد. 

۷ ) ۱۳؛ ۲) ۱۳+ ۳) ۱۳۸۲+ ۴) ۱۳۷7۲2 ۵) ۱۱۳۸۳۷۲ 
۶( ۱۳ 

۸ عدد سه‌رقمی را ./1 و 6 << ) می‌گیریم. ان رقم‌های این عدد 
را درجهت عکس بنویسیم؛ عدد سه‌رقمی 0 به‌دست می‌آید و برای تفاضل 
آن‌ها داریم : 


- (۵ +۱۰04 +4 ۱۰۰۵) < »6 - ع» 


-)۱::6 4+ ۱۰04+ ۵( < ۹۹/6 - 6( 


یعنی (2 - »)۰۹۹ یکی از عددهای زیر به‌دست می‌آید : 


۹٩, ۱۹۸, ۲۹۷,۳۹۶, ۴۹۵, ۵۹۴,۶۹۳,۸۲۱‏ ,ه 


یک عدد یعنی عددی که با همان رقم‌های عدد اصلی و درجهت عکس 


۳۳۵ 


نوشته شده‌باشد) » یکی از این سه عدد به‌دست یل 
۹ ۱۸ ,ه 


پاستخ. ه برای 6 عد< ۶۵ ۱۹۸ برای ۱ < 6-6 ۱۰۸۹ پرای بقیه 
حالت‌ها؛ درحالت 6 > ۰6 مجموع موردنظر» براپر ۱۹۸- یا ۱۰۸۹ 
می‌شود. 

۹ چهار رقم را »» ۰ و 4 می‌گيريم و فرض می‌کنيم : 


زا 


درنتیجه» بزرگترین عدد جچهاررفمی 060 و کوچکترین آن‌ها 606 می‌شود. 
۳ 
0۰ 
۰ ۲ ۱ 
بنابراین ۰ < م + / و ۱۱ جر و وق 2 رفم‌اند و از ۳ 
کوچکتر). پس 
۱ << آ دم د + 6 

۰ عددهای اول یک‌رقمی (که می‌توانند رقم‌های عدد ما باشند) 
عبارت‌اند از ۰۲ ۰۳ ۵ و ۰۷ اگر نخستین رقم سمت چپ عدد برابر ۲ 
باشد» جول باید این عدد بر ۲ بخش‌پذیر شود به‌ناجار بای رقم سمت راست 
آن هم برابر ۲ باشد. رقم میانی این عدد هم ۲ است. زیرا عدد ۲۳۲ بر ۳ 
آنتتگه: 

به‌همین ترئیب» معلرم می‌شود که اگر عدد سه‌رقمی با ۵ آغاز شود 
باید برابر ۵۵۵ باشد. 


۳۳۹ 


اگر عدد مجهول. با ۳ آغاز شود» باید عدد دورقمی سمت راست آن؛ 
بر ۲ بخش‌پذیر باشد. بنابراین» دو رفم سمت راست عدد یا ۵ و ۷ ویا هردو 
برابر ۳ هستند. آزمایش نشان می‌دهد که تنها عدد ۳۳۳ با شرط‌های مساله 
سازگار است. 

سرانجام» اگر عدد مجهول با ۷ آغاز شود آنوفت دو رقم بعدی» باید 
عددی را بخش‌پذیر بر ۷ تشکیل دهند. دراین حالت دو عدد ۷۷۷ و ۷۳۵ 
با شرط‌های مساله می‌سازند. 

پاسخ. ۳۲ ۰۵۵۵ ۰۷۷۷ ۷۲۵ 

۰۱ عدد مجهول را ۵۷۹606 می‌گيريم. اين عدد. باید بر ۵ و ۷ و 
٩‏ و درنتیجه؛ پر حاصل‌ضرب آن‌ها؛ یعنی ۳۱۵ بخش‌پذیر باشد (۵ و ۷ و 


۹ دوبه‌دور یت یه هم اول‌اند). داریم : 


۵۷۹۵06 < ۵۷۹۰۰۰ + 006 < ۱۸۳۸۷ ۳۱۵ + 


۳ سل و 1-۲ 


بس عدد 606 + ۰۳۰ باید برابر ۳۱۵ با برابر ۳۱۵ * ۲ » یعتی ۶۳ و یا 
برابر ۳۱۵ *< ۰۲ یعنی ٩۴۳۵‏ باشد. 
پاسخ. عدد ۰066 برابر است با یکی از عددها ۰۲۸۵ ۶۰۰ یا ۹۱۵. 
۲ کسرهای بزرکتر از » و ک چکتر از ۱ + » عبارتند از 
1 1[ ۳ ۲ ۱ 
ی ی رن 
۳ 7 1 ۳ 
یعنی روی‌هم» (۱ --7) کسر. همچنین (۱-) کسرء بین عددهای ۱ +4 
و ۲ + 0 واف‌اند : 


۱ -- 1 ۲ ۹ 
ی لد ۱ طبر سل ۱ دم ۱ 4 ) 
7 / 0 


۳۳۲ 


به‌همین ترتیب» بین ۲ + » و 4+۲۳ یا پین ۳+ 4 و ۴ ۲+ و یره 
۱۱ - ) کسر وجود دارد. سرانجام؛ (۱ - () کسر بین (۱ - 0) و ۱ 
جنین‌اند : 
۱ -_ ۲ ۱ 
و ی ی و 
۳ ۳ ۳ 
روشن است که تعداد کل این ردیف‌های (۱ - ) کسری برابر است با 
0 -- ]. بتابراین ) مجمرع همه آن‌ها؛ چنین می‌شود : 
سس و ۲ ۱/ 
+ (» -) ال پررب دج 
[(۱ - 0) +4 ...+ (6+۱) + ۱(۱۸ - )+4 
6۱ - )(۱ - 6 4 6 ) 1۳ م) ‏ 


استگ(۱ -م) +(ه - 7 


رما( 


می‌توان آن‌ها را دوبار و در دو ردیف متفاوت زیرهم نوست : 
(۱ - ) + (۲ -) ۲+4 +۱ < ۸ 
۱+ ۲ +4 ...+ (۲ -) + (۵-۱) < ۸ 
و سپس دو ردیف را باهم جمع کرد: 
«(۱ - ) ح رب رد دم د رح ۲۸ 
- )7 سیر 8 
۲ ۱ 
از همین روش می‌توان برای مجموع 
٩... + )0-- ۱(‏ (۲ ۲14+ (۱ 04 +04 


۳۳۳ 


هم استفاده کرد 
مثلاً؛ مجموع همه کسرهای ساده‌نشدنی به مخرج ۰۱۳ که بین دو عدد 


۱ 
)۷۲ - ۲۳( - ۰ 


اگر مخالف ۲ (که تنها عدد اول زوح است) باشد. ۱ 7 ( عددی زوح 
مجموع این گونه کش تا همیشه عددی درست است. 
۳« 2 اسمت راست برابری؛ یعنی 
< ( + (۱۰) + (2 + ۱:»۰) ع (70) + 75(۲) 
( "ود ۱۳۱5 حِ ۱۱۷(۲) دا ") 8 ) 


۱۱۷ ۲ ۱۱۰۰2۲ ح<- 7 + و۱ 1+ ۱۰۰۵ + ۱۵۰۰۲ < /11/1 
۱( + ) + ۱۱/۹۹2 ( 4 ۱۱۱۰۰ - 


پر ۰۱۳۱ يا مقدار داخل کروشه بر ۱۱ ویا 7 + * بر ۱۱ بخش‌بذیر باشد. 
جون 1 و 1 رقم و از ۰ کوحکترند» پس باید داشته‌باسيم : 


۲ ححه 1 1 ۲ 
و درنتیجه» برابری ما» به‌این صورت درمی‌آید : 
٩2 +۱ << 4‏ 


۳۳۲ 


آزمایش نشان می‌دهد که تنها یک جفت رقم در اين برابری» صدق می‌کند: 
 < ۲ ۰5 < ۸‏ و دروائم هم 


۸۸۳۳ - ۸۸۲ +۳ 


۴« ۲ ۱ تنها پاسخ‌ها را داده‌ایم. 


4و و۱۳ و با - کی( 
+ (۳ زا-۳ (۲ 
م۸( و۲۵ لد ود خ [۴ 
۶ + ۱۱۵ + ۶7 + و (۶ 


۵ ه ۲ . پاسخ‌ها؛ نه دور صوزرت داده یت 


:(۳ -- ۱()۲۵ + ) ع< ۳ - جع - ۲۵:۲ 

ند ۲۵ و ۶۵ نت ۲۶۵ ۲۱ 

۳( ۴ - ۲۲ + , 

۲و۳ مت ۱3 ۱ لد یب ۶ سل ۲۳۸2۲ 

)۷۵۶ ۲ + و۵‎ - ۳2۲ ()۴2:  - ۲:۲ + 2۶(: 

۰ + - نو + 9 (۴ 

٩و‎ 4 ۹٩۹2 + ۲۶۵۲ + ۳۴۸ 4+ ۱۲۸۲ 

۳ بات ام وه ض (۴۸ لد 0۱۳۹ ت 


۳۳۵ 


,۵و + وه + ۵اه + کون +د واه + گم (۵ 

ب(گو + آوم + هآ + او آه + واه + هم( -ه) < و - ه 

9۲ + ان از ند دران.- مدز نا ند ون ی (۶ 
( 0۳ + ثم - اه + اه - واه +ونه - ه)(۱+ه) < 

ب( "و + اوه - آه)(آن + ج) ع گن + ,ان + اوه - 2 (۷ 
ک +گن - اوه + واه - وه + واه - کته (۸ 

+ ره - ره + وه ه)(نو +ه) ع کرو + ۳ 

۴ + (*ن - :2+ 


۶ 0 - ۲ و 0 + ۳۵ نسبت به‌هم اول‌اند (بخشیاب مشترکی» 
جر واحد) ندارند). پس محرح هشتر ک دو کسر ‏ حاصل‌ضرب آن‌ها یعی 
"و - ٩۲‏ می‌شود و داریم : 


۲۵ ۵0-6 . )۲۸- 0()۳۵۸+ 0( + )۵9 - ۵()۳۵-0( 


نز ۲ .7 


لت ختت 
یمه 


۱۵-۶۲ + ۳۲ 5 
ان 


بنابر فرض داریم: ۱۰۵۲ - ۳0 < ۵60؛ در صورت کسر حاصل 
به‌جای ۰۱۵۵8 مقدار آن یعنی (۱۰۵۲ - ۳)۳0 قرار می‌دهیم: 


۳۵ + ۳)۳۵ ۱۰۵-۶0 ۳۹۵ با و‎ 
٩0۲ - 0" ٩۲ - 0۲ 


صورت و مخرج کسر را توانستیم بر "0 - ۹۵۲ بخش کنیم؛ زیرا بنابر 
فرض ‏ مقدار و صس ۹ مخالف صفر اسستا. 


۳۳۶ 


۷ مقدار کسر را (که باید عددی درست باشد) برابر » می‌گيريم و 
دوطرف برابری را در ۷ ضرب می‌کنیم (تا فرع به‌دست آید که بتوآن » درآن» 
صورات را بر محرح نشیم کرد) » دودست می ای 


۲ . 
۱ ۲ اط ۷ ۳/۳ 
۱ - 50 ۳ 
اه ی 


جون ۹9 عیلد درستی ات پس باید حاصل کسر ۱ تراتی. نا 


۷+۲ > ۱۱۲ - 7) ج- ۱ - ۲ < ۱ +4 ۷ 1 1 


اگر ۱ < 1 آنوقت 


۳ ۱ 

۳ 0 سل 0 لد ۳ 
اه اه متس 2 1۳ 
| -- ل[ | - 1 


از این جا روسن اسست: که برای درست بودن عغلد 11 باید 1 بر ۱ ۳ ۷ 


بخش‌یذیر باشد و اين» وقتی ممکن است که ۱ - ۲ برابر ۱ یا ۲ شود: 


۴ جح جز شج ۳ جح ۱ زر ۲۰ جح و چت ۱ اد ۱ تج 


و در هردو حالت (یعنی به‌ازای ۲ < 7 و ۴ < )۰ به‌دست می‌آید: 
۷ <- زا. 

اگر » < ۱ - 7 آن‌وقت در ابرابری ۲ + ۷۱ > (۱ -- ۷) می‌توان 
دوطرف را بر ۱ -- ۷ بخش کرد: 


۳ ی و 
ور ۱-۱9 


۳۳۷ 


ین ۱ 
عدد حاصل از کسر ۳ نمی‌تواند از ۳ بزرکتر باشد (جون ۰ عددی 


نی طیطلیا پس حاصل آين کنر می فلت برابر ۲۱:۳ باشند): ین ۳ که 
یعنی 3۳ می‌تواند ال تون از عددهای ۰۱ 41 ۲ و ۴۳ باشل. درهر حالت 11 


را بیدا می‌کنيم : 


سس < وا (< ۱ < 7 
| - /1 

۰ ٍ ست و س- 

۳ ح ‏ 
۱۳ ۱ 
نی 
۳۱ 

ی 


در حالت اول» ۷ می‌تواند برابر ۲ يا ۴ و درنتیجه ۸ برابر ۳ يا ۱ باشد؛ در 
حالت دوم پراپر ۱ يا ۴ و *.برابر ۷ یا ۱ می‌شود؛ 
درحالت سوم برای /۰1 عددی طبیعی به‌دست نمی‌آید؛ 
درحالت چهارم» 7 برابر ۱ یا ۲ و » برابر ۷ يا ۳ می‌تواند باشد. 
به‌این ترتیب؛ کسر مفروض. پرای عددهای طبیعی ‏ و 7 می‌تواند برابر 
یکی از علددهای ۷ (به‌ازای ۲ ح< 7 ۱ حد و یا ۴ << 8 ۱ << )+ ۳ 
(به‌ازای ۱ < ۰2 ۲ < ( پا ۴ < ۰2 ۲ < () یا ۱ (به‌ازای ۱ < 2 
۴ عد له با ۱ عد 2 ۲ <ه لا) باشد. 
۸ بنابر فرض مساله داریم: (4 + 2)- < ( + 2. اگر دوطرف 
این برابری را به‌توان ۲ پرسانیم؛ به‌ترتیب داریم: 
:(۷+ج)- < (و + ج) 
۰( + )۳2 - ۳ - او <- (و + ]۳2 + آر + 2 
(( + ۳2)2 ی ند ( 8 د )۳2 - + اوه 


۳۳ ۸ 


اکنون با جابه‌جایی جمله‌ها» به‌سادگی به‌دست می‌اید : 


 ۳)۵( - 2() - (‏ + ود رد ند 


كب#- ۱ تِِ« زیم 
۹ گر تایب و فسا چت فرضی کیم؛ انونت 
۵ ۱۱۸ ۱۱۶ ۱ ۱ 
یه | ۷ سب بت 


۲۱۷ ۰ ۱1٩ 1۱۷ ۱۱٩ 0۹ 
< )۲ + 0()۴ + ( - )۲ ()۶ - 0( - ۵0 < 


- (ام +4 ۲6۵-۶ - ۱۲) - (0 ۴۵4 +4 ۳+ ۱۲) << 


و ۱ 
سب < ۱۵۵ << ]ها - 
۱۷ 


۵۰ برای سادئی کار؛ عدد ۷۱ را با » نشان می‌دهیم؛ دراین صورت 
خواهیم داشت: 
۱ (۲ لد من رد ود ن(۵-۱) ع< ۶ 
س ( رد کید ۲۲ه) حت 
۱ + (۱ + + اي +... دش د ام)- 
بنابراین به‌دست می‌اید: ۷۱۳ حد . 
5 اگز حاصل‌ضرب /۳ 4 ۲۵:۱ + 2 و ۲۷۲ + ۲ - و 
بر ۵ بخش‌بدذیر باشد» آنوقت» دست‌کم مقدار عددی یکی از آن‌ها بر ۵ 
بخش‌پدیر خواهدبود. این حاصل‌ضرب را پیدا می‌کنیم : 


)2۲ + ۲2 + ۲۷۳()۵۲ - ۲۰۷+ ۲( < ۰ + 


بافی‌مانده حاصل از تقسیم عد طبیعی 7 با بر 0۵ یکی از این نا لد 
می‌تو اند باشت؛ 
9 


۳۳۹ 


بنابراین» باقی‌ماندهءٌ حاصل از تقسیم عدد طبیعی "5 يا " بر ۰۵ برابر است 
با 
۱ یا ه 
(مجذور 2-۱ برابر ۱+ و مجذور ۲ برابر ۴ می‌شود.ولی در تقسیم بر ۵ 
باقی‌ماند؛ ۰۴ همان باقی‌ماندة ۱- است). 
پس» از تفسیم "2 بر ۵ به یکی از دو باقی‌مانده 


| با ۰ 


و از سیم ۴ بر ۰۵ به یکی از ده بافی‌مانده 


یاه 


می‌رسيم. دنبالة بحث روشن است : 

8 و # نمی‌توانند یکی بر ۵ بخش‌پذیر و دیگری بر ۵ بخش‌ناپذیر باشد 
(زیرا» دراین‌صورت. از تقسیم "۴ + *2 بر ۰۵ باقی‌مانده‌ای برابر ۳ یا ۱ 
به‌دست می‌آید). 

برای این‌که ۴1/۲ + :2 بر ۵ بخش‌پذیر باشد. باید یا هردو عدد * و ۷ 
بر ۵ بخش‌پذیر باشند ویا هیچ‌کدام از آن‌ها» بر ۵ بخش‌بذیر نباشند. 

5 


پیت ۳0(۲) + (۳۵) ۲/۵۱۰ - "(۵0) ‌- "(۳۸ - ۵0) (۱ 

- ۲۵6۲ - ۳۰۵0 ٩ ۲ و‎ 

و( - هد 
[/ ( 1 ۳ 

2 دب یت ۷ ت 


۷ ن 


۳۳ 


5 1 


۳۴۵ 


- | ۱ + » ۳ سیخ ] +4 ) 
۳ 1 +۱ ش) - (گچ* + )۱ 


٩ ۱‏ له 
.سه )1 نت 6 )(0 ۰ تب بر از د ر۲ + 6( تسین ۱ 7 ع‌ سا- 


20 - ۲60 + ۳ (: 

۳۲۷۵ (۳)۲۸آ (۲۸) عد (۱ + ۲۶) (۴ 
5 بل ۱۲۲ .۸ نت 
:۸ +۳۶۸ + ۵۴۸۲+ ۲۷۸/۲ - (۲ + ۳۶) (۵ 
+ ۳۵۲ + رگه۳ + ۲« ع ( و + ») (۶ 
:۲ - ۴ < (۳۷ - ۳()۲۸ + (۲) (۷ 

2 (۸ 
۷(۲) - ۲(۲ن + ه) ع [نه - ( + ه)](نه +( + 2)] 
بر + ره + و ع واه - + رد۲ + و 


٩( )۲۸ ۳۵ ٩+ 0۱)۲6 4+ ۳۷ - 6( 


(ن + 2۷ - ۵( + 2 + 


< ]۲۵۸ - )۳-- (۱۱۲۸ ٩+ )۳۸ - (| 

اق باد. صاس و۹اس ‏ ۴۵ ن ۲,6(۲]بب (۷۵ )اعد 

۲ « (۵-) + (۲ د۵-) +2 ع< (۲ + )(۵ -) (۱۰ 
۰ سس ۳ و مت 

۱۱( )6 4+ ۷()۵-۳( ۵ + ۴6 -- ۰ 

۱۲( )۴2 + ۱۱()۴2 - ٩( < ۱۶:۲ د‎ ۸ - ۰ 

۱۳( )*۷ + ۲۵۸۲۷ -۳( < 2۳9 - 0 - ۵۴: 

۱۴( ) + ۲۵-۳) - 6 4+ ۴( < + ])۲۵-۳( 4+ )-» 4+ ۴([ ۰ 


۳۱ 


4)۲۵-۳()-۵ + ۴( < 2 + )۵+۱(۵ - )۲۵- ۳()6 - ۴( 
۳ 


۱( ۵۲۲ < )۵۰ + ۲(۲ < ۲۵۰۰ + ۲۰۰ 4 ۴ << ۴: 

۲( ۳۳ ۲۷ -- )۳۰ + ۳()۳۰ ۰ ۳( < ۹۰0 - ٩ << ۷۲ 

۳( ۵۹۳ < )۶۰ < ۱(۲ < ۳۶۰۰-۱۲۰ 4+ ۱ > ۷۹ 

۲ ۱ +4 ۲(۷۰ + ۱) + ۷۰۲ < (۲ +4 ۱()۷۰ +۷۰) < ۷۲ ۷۱ (۴ 
۶( ح- ۲ +4 ۲۱۰ +4 ۴۹۵۵ - 

۵( ۸۳ ۷ ۷۸ < )۸۰ + ۳()۸۰ - ۲( 

۴ مت ۶ - ۸۵ 4 ۶۴۵۵ د (۲-) ۳۳ + ۲(۸۰ -۳۰) + ۸۰۲ 
(۴ - ۴()۱۵۰ + ۱۵۰) عد ۹۶ « ۱۰:۴ (۶ 


۴ -. ۱ _ وه و و۱ س نِ ۳۹ ۵ بسن 


و ۵ ۳ ۰۷۲ دورقمی را ۵ فرض می‌کنيم. برای مجذور آن داریم : 


)6۵(۲ < )۱۰۵ 4+ ۵(۲ < ۱۰۰۵۲ + ۱۰۰06 + ۲۵ > 
- ۱۰۰6/6 4+ ۱( + ۳۵ 


یعنی؛ بایذ عدد ۲۵ را نوشت و در سمت چپ آن. حاصل‌ضرب (۱ + »)6 
را قرار داد. مثلا 


۳۵۲ <- ۱۰۰۱۳۱۷ ۴ + ۲۵ << ۱۲۲۵: 
۸۵۲ - ۷۲۲۵: ۱۰۵۲ << ۲۱ 


زاوية قائمه را » و ۵ و طول وتر مثلث را » بگیریم؛ بافرض 7۰ < ۲*۰ (۲7 و 


۳۴۲ 


۰1 عددهایی طبیعی‌اند) ؛ داریم : 


۳۳ 1 ۳ ۲ 
6 < 1۲ 17 , 0 < ۲۱,6 < ۱ 1 


اگر عدد اول ۲ را کنار بگذاريم (۰۲ تنها عدد اول زوج است)؛ طول 


ضلم برابر ۰6 می‌تواند برابر هر عدد اول باشد. فرض کنیم بخواهیم 6 برابر 
عدد اول ‏ باسد: 


م۱ (و و ) چ اد اور 7 
برای این‌که 77 و ۰11 عددهای طبیعی باشند باید داشته‌باشیم: 


رز جح 7ب 12 و ۱ حد و -- 1۲۸ 


از ی و تفاضل این دو برابری» به‌دست می‌اید : 


توجه کنید : چون 7 عددی فرد است» ۱ + و ۱ - 7 عددهایی زوج و؛ 
۱ | دور ۱ -- 
بنابراین ) ای و۳ ۷ عد‌دهایی طبیعی اند . 
مثلا؛ برای این‌که یکی از ضلم‌های پهلوی زاویهُ قائمه برابر ۱٩‏ باشد 


باید داشته باشیم ۱۰ << 1 و ٩‏ < 7 که دراین‌صورت 


اج ها ی ۱۹ دز 


که درآن در صمن ‏ طول ونر » یعی ۱۸۱ شم ) عد‌دیی اول ی 
در این‌جا طول ضلع‌های حند مثلث فیتاغوری داده‌شده که» در آن» مقدار 


فز» شا 


0 عددی اول است : 


دج ۲ الا ب۴۳ 
۷ نج ,۱۲ او .8ات 

۰ تج ,۲۲عدن .۷ 

تج تا ۱ 
.ى ۷عت 
۵۷ 0 ۱۱۲۱۲۱ از ۳۷ات 
در همین‌جا دیدید که» در بسیاری موردها» طول وتر هی عددی اول 
است. ولی هر عدد اولی؛ نمی‌واند طول وتر مثلث فیاغوری باشد. طول 
جوم مجذورهای دو عدد درست نوت این شلد نمی‌تواند طول وتر مثلث 

فیثاغوری باشد. 


به‌صورت ۴ + ۲۵ یعنی ۲۳ + "۵ نوشت. یعنی ۵ < 7 و ۲ < 7 و 
۹ ۱۵ و ۲۱ دی 
2.۳۱۴ از فرض ه < ۱ + + ۵1 نتیجه می‌شود (به‌شرط ۱ گد 0) : 
5 ۱ ۱ 
6٩4 - < -۱,6 << ۱‏ 
0 


(با تقسیم دوطرف پرابری فرض بر 6 رابطهٌ اول؛ و با ضرب دوطرف برابری 
فرض در ۱ - ۰6 رابطة دوم به‌دست می‌آید. ) 


۱۳۷۳ -< ۳ <* ۴۵۷ 4+ ۲ 


۳۳ 


بتابراین» به‌ترتیب» داریم 


اِ# 


شرط ۱ 4 شمه برفرار یه زیرا به‌ازای ۱ سح ۱ مقدار عبارت 
۰۱ + 6 برابر صفر نمی‌شود. 
به‌آین ترئیب ‏ بافرض ۰ 2 ۱ + 4 + "۵ داریم: 


۷ اگر عدد 1 بر ۲ و ۲ بخش‌یلذیر نباشد باید به‌صورت 
۱ + ۶۸( ع 4) باشد؛ از آن‌جا 


:۰ + :۱۲۸ 4 ۳۶۸۲ - 2:۲ 
(۵ 4 ":۱۲)۳۸ - ۱ -- ۲ و 


زیرا ۲۸:۲ عددی زوج و (۱ 21 /):/» یعنی حاصل‌ضرب دو عدد پشت‌سرهمء 


عد‌دی روح ایننز ۶ بسن ۱ -- ۳ ۳ بخش‌پذیر ای 2 
( ع ) ۲۴7 <- ۱ - "۲ 
اگر عدد طبیعی ل بر ۲ و ۳ بخش‌نایذیر باشد: 


۷" - ۱ < ۲۴7 )۳ 6 ۳۷( 


۳۳۵ 


وفتی دو عدد ۱ - 2۳ و  -۱‏ بر ۲۴ بخش‌پذیر باشند» تفاضل آن‌هاء 
یعنی 
"و - ان ع< (۱ - ل) - (۱ - آنق) 
بر ۲۴ بخش‌پذیر است. 
۸ اگر پرانتزها را باز کنیم» به‌دست می‌آید : 


‌-_ (۳ + )+ (۲ +8 + ۱(۳ +4 و) + او < ۷ 

٩+ ۷(‏ ۶ + ۲۲۲ < 
پرای این‌که ۷/ بر ۱۰ بخش‌پذیر باشد» باید ۷ + :۶+ ۲۱۱۲ بر ۵ بخش‌پذیر 
باسد » یعنی داشته‌باسیم : 


۲۲ + ۶ +۷ -< ۵,۸۰ 2 ۷ 


8 را به‌سمت چپ برابری می‌بريم و آن را؛ به‌این صورت؛ به‌ترتیب» تبدیل 


می‌کنيم : 


۷ - ۸: 
۲۳ +99 +۷ ۵-۲ ]« + ۱ -- 


۲ 
۱ ۱ ۱ 
ِ_ ی ۳۳ ۲ 
۲ ۴ ۲ 


5 ك سا سب 


۳ ۴ 


که از آن‌جا؛ باید داشته‌باشیم: 


) ۲۱ -+ ۳ < ۵۲۸ - ۱( 


۳۴۶ 


۳ + ۰۲7 عددی فرد است؛ پس بایل (۷۱ - )۵ هم مجلور عددی فرد 
پاشد تا برای ۰72 عدی طبیعی به‌دست آید. یعنی باید داشته‌باشیم: 


۲۸: - ۱ < ۵)۳ + ۱(, 2 ۷ 


دراین‌صورت خواهیم داشست: 


۳ 4 ۲۵/۲۲ <- (۳ ((۲ ) 
:۵ 1 ۱۵ خذ ۲1 4 ۵)۲۲ < ۳ + ۲۶ 


۷ ع ۱,۶ + ۵۸ < 1 و ۲ + ۱۰ << ۲۶ 


به‌این ترئمبا؛ برای این که ۷ بر و ۱ بخش پدذیر باشل باید رل د طبیعی 
1 به صو زاب ۱ ۳ رز یاسل که درآن» 3 علددیی طييعي گ دلخواه و با صفر 


ان 


تا 


ی از سا ۲ اک 


۷ هت ۳ موز 
بت بارس( اد 
را‌حل دوم. توجه می‌کنيم که 
۵ (۳ + ۲۵) < ۳(۲ + ) + (۲ + + (4+۱) + ۲ ۱ 


۳ + ۲۱۱ به ۵ ختم شود؛ یعنی 
| 1 ۵۶ عد « جد ۵ 41 ۱5 ح< ۲ ۲ ۲1 


۳۳۷ 


را‌حل سوم. اگر آخرین رقم مجذورهای عددهای طبیعی پشت‌سرهم را 
درنظر بگیریم : 
۵ 
می‌بينيم تنها به دو طریق می‌توان چهار عدد پشت‌سرهم را؛ در اين‌جا انتخاب 
کرد؛ به‌نحوی که مجموع آن‌ها برابر مضرب ۱۰ شود: 
۴٩4 ۱ - ۰6‏ +۶4۹4 - ۶ ۴۹4 +۱ 
بنابراین» رقم آخر عدد 1 باید برابر ۱ يا ۶» یعنی خود عدد و به‌صورت 
۱ + ۵۶ باشد. 
۹ . باتوجه به این که 
۳۰ س- (۰ ۱۰ سا ۱ ۱۰۰ چم ۱ ) ۳۳ 0 ِ ۱۰ 
٩٩۲ - ۹۸۲ - )۹۹ - ۹۸()۹۹ + ۹۸( - ۷۰‏ 


۱ ۰۰۰۰۰ 


۵ -< (۲ + ۳-۰۲()۲) د "۳۲-۰۲ 


به‌ترئیب داریم : 


بت و و 6 تسد ۱3ج 4ز 


۱ 


(۲۲ - ۳۲) 4 ...4 (۹۸۲- ۹۹۲ + (۱۰۰۲ - ۱۰۱۳ +۱ 
اد یط ۱۹۷ ۲۵۱۲4 بت 

مقدار ۸ را دوبار زیرهم می‌نویسیم (در دو جهت مختلف) و سپس جمع 
۱ د۵ 4 4... ۱۹۲4 ۱۹۷4 ۲۵۱4 < ۸۸ 


٩+ ...+ ۱٩۳4 ۱۹۷4 ۱‏ +۵ دا ح- ۸ 
۳۲ ۷۲4۸ ۲۸۲4 طدرر. ۷۵۲۸ ۲۵۲4 ۲۰۲4 << ۸ 


۳۴ ۸ 


در ۸ بدون عدد ۰۱ ۱۰۰ جمله و. بنابراین» در دو عبارت بالا برای 
۳ و همچنین ‏ دز مجموع آن» یعنی ۲۸ ۵۱ جمله وجود دارد ) سس 


ار ۱ ۲ 


۰ عدد مقروض را می‌توان این‌طور نوشت: 
...4 4۱۵۳۲۲ ۹0۱۰۳۳۲۱ < ] 
(۱ ...+ ۱۰۳۲+ ۹0۱0۳۳۲ +4 ۱۵۴ ۲ +4 ۱:۲۳ )< ۷ 


ازطرف دیگر؛ داریم : 


فد[ و پا ک وا را ٩/۱۵۳۳‏ 


بات 


ین 
۱ تست ۱۵ مر ۳ 4 ۲ ۱۵ مر ۷ ۱۵۳ ات ۱۵۲۷ ند 17 


)۱۰۳(۳ - ۳)۱۰۳(۲ + ۳)۱۰۳( - ۱ < )۱۰۳ - ۱(۴ 


۱ . همه‌چیز روی شکل ۳٩‏ روشن است. 

یادداشت . وقتی درستی یک اتحاد جبری» به‌یاری هندسه ثابت می‌شود 
به‌معنای آن است که همه حرف‌های داخل اتحاد را عددهای مثبت فرضص 
کرده‌ايم و بنابراین؛ اثبات هندسی: یک اثبات کلی نیست و درستی اتحاد 
را» تنها پرای عددهای مثت ابات می‌کند. 


۳۳۹ 


۲٩ شکل‎ 


۲ /, را به‌سمت راست برابری می‌بریم و؛ بعد؛ دوطرف برابری را 


به توال ۲ می‌رسانيم » به‌دست می‌آید : 

+ ۱۳۷۴ ۰-۲ ۱۳۷۴۲ << 2 
سمت جب این برابری»: عددی طبیعی است؛ بنابراین سمت راست آن هم 
باید عددی طبیعی باشد و اين» ممکن نیست مگر این‌که ۷/» عددی گویا؛ 
یعمی ۰۷ مجذور یک عدد طبیعی پاسد. 


به‌همین‌ترتیب » ثابت می‌شود که 2 هم باید مجذور کامل باشد. به‌عنوان 
نمونه اگر ۷۸۳۲ < 2 و ۵٩۱۲۳‏ < ۷ آنوفت 


۷/۵۹۱۲ + ۷/۷۸۳۲ ال + 2 
۵٩۹۱ -- ۲‏ + ۷۸۳ - 
به چند طریق ممکن است» مجموع دو عدد طبیعی؛ برابر ۱۳۷۴ شود. 


۱ + ۱۳۷۳: ۲ + ۱۳۷۲:۰۰۰۰: ۱۳۷۲ + ۲۱۳۷۳۱ 


۳ ۵ 0 


می‌بينيم که ۱۳۷۲ بارء معادله» ۱۳۷۳ زوج جواب طبیعی دارد. 

۳ در تل ۵ جمله وجود دارد که آ ی به‌ترتیب و از دوطرف 
جمله‌ها را باهم جفت کنیم» جملهٌ "۴۸ باقی می‌ماند که جفتی ندارد: 
۹۳۲+ ۳ +4 (۹۴۳+ ۲۲۳+( ۹۵۲ + ۱۳) ۸4 
۸۲ + ( 4.۴۹ ۴۷) +4( ۵۰ + ۴۶) + ... 

روشن است که ۴۸ پر ۹۶ بخش‌پذیر است؛ زیرا 
۳ ۲۰۲ حح (۳ مد ۲۳) < ۴۸۲ 
(۳۲ < ۹۶)۲۳ < (۳۲ ۶« ۳()۲۲ ۷« ۲۹) -- 
هریک از برانتزها هم ۳ ۹ بخش‌بذیر ات 
نع( ۶۰۹۵۹۵ ۱ )۱۷/۹۵ نت ۹۵ یل ۱۲ 
:۹۶۷ عد ( 4۹۴۲ ۹۴ ۲ - ٩۴۳۱/۲۳‏ + ۲) د ٩۴۳‏ + ۲۳ 
۷۲ - (۴۹۲ + ۴۹ « ۴۷ - ۴۹()۴۷۲ + ۴۷) - 4۴۹۳ ۴۷۲ 
بنابراین » مجموع آن‌ها یعنی ۹ ۳ ۹۶ بخش بذیر انجنتح: 
برای اثبات بخش‌پذیر بودن عدد بر ۰۱۰۰ می‌نویسیم : 
+ (۹۴۳+ ۶۲) + (۹۵۳ + ۵۳) + (۴۳۳ + ۳۳+ ۲۳+ ۱۳) < ] 


اد مار را 
ازطرف دیگر : 
جع ۴ب ۲۷ ار ند ده نله ۳ 4۲ ۱ 


 ۱۰۰)۲۵ < ۵۰(‏ ۵۰« ۵ < هه۵ ح< ۵ 


هر پرانتز هم بر ۱۰۰ بخش‌پذیر است» زیرا مثلا 
«»۱۰ > (۹۵۲ + ۹۵ ۵ - ۹۵()۵۲ + ۵) < ۹۵۲ + ۵۳ 
بنابراین عدد 1۶ بر ۱۰۰ بخش‌بذیر است. 
برای محاسبة باقی‌ماندهٌ حاصل از تقسیم عدد ‏ بر ٩۷‏ می‌نویسیم : 
(۴۹۲ + ۴۸۲ +... + (۹۴۳+ ۳ + ۹۵۲+ ۲۳) +۱4 < 9 


هر پرانتز ِ ۹۷ بخش بدیر باقن (جرا؟). بنابراین ) در 4 شیم عدد 1 بر ۰۹۷ 
بافی‌مانده‌ای برایر واحل به‌دست می‌آید : 


٩۷/۷ +‏ << ور 


۴ سستطیل 11,۱۷ را در مربم ۸130/1 محاط کرده‌ايم (شکل 
۰ چهار مثلث قائم‌الزاوية ر ۰۸۲ را ۶ ۶۸۸۱۸۷ و ۷ 16( به‌دست 
می‌آید. این چهار مثلث زاویه‌هایی برابر دارند و بنابراین» ضلم‌های آن‌ها؛ 
متناسب‌اند (مثلث‌ها؛ دوبه‌دو متشابه‌اند). درضمن» هردو مثلث متقابل باهم 
برابرند (دو مثلث با زاویه‌های قائمة ۸ و ۰0 دو مثلت با زاویه‌های قائمه 1۶ 
و (1). 

طول ضلم‌های مثلث ,۸/61 را با 2 و و طول‌های مثلث 13117 


<< 1 + راد ۱ 41 1۶ 
برای دو مثلث را ۸ و 111,۸1 می‌توان نوشت : 


سس ات 


1 - ب 6‏ 3 3 
تست | ا تست سس سید 
- ) / 0 1 


۳۳ 


0 1 1 
ِِ ۱ 


8 2 ۸ 1 
۲٩ شکل‎ 


از این جا؛ به‌ترتیب خواهیم داسستا 


:(۷ - ۷)۵ < (2 - 26 
۲ ۲ ۱ 
ازع جوز تون 
( ۷ - 5( + 3) ع< (ن - 2)ه 
د ( - :)(0 - ۷ + ) 
صفر باشد. دو حالت بیش می‌آید ۳ 
الف ) و < 6 - 1+ 2 یام د رز + 2 (شکل ی ۲ در این‌حالت 
۷ < 2 و هن < [ و 1,۸1۷ یک مربم است. قطر و مساحت آن را 
بدادست می‌آوریم : 
رد جع و 
یعنی ضلم مربع محاطی برابر ۷/5 <- 77 است و قطر آن 
7/۲ ۱۰/۲ چد آچور۲ عد برد وت آل 


درضمن دراین حالت 


۳۳ 


توجه کنید: دراین‌جا از نابرابری 


+ و < ار + ۲ 


استفاده کردیم که» درستی آن. به‌سادگی ثابت می‌شود.درواقع» اگر پرانتز را 
باز کنیم و به‌سمت چپ نابرابری بياوريم به تاپرابری 


نت ۳ ۴ ۱ > مب ۱ + ۱ 
20 ۲2" - + و چد ه <م 2000 -- ۳ تس 


ویا » < ۲( - 2) می‌رسیم که درستی آن» روشن است. 

ب) ۷ < ۸ (شکل ۴۰). دراین حالت " < » و قطرهای مربع 
( 36 ۸ با ضلع‌های مستطیلی محاطی موازی است. طول ضلم‌های 
مستطیل محاطی را 17 و می‌گيريم. اگر طول قطر آن» برابر 4 باشد؛ 


داریم : 
ت- ( 1/۲ سل ۱۳ و سل آو .۸ 
( 8 سب ۳60 1 ۲۸۱ 2 سل ۳1 سح 
دراین سحال رت 
۲ 
۱ 4 -- ۳[ 
سس ۳ 2 ات م 
۲ ۲ ۳ 


ث_ٍِِ ۱ 
به‌این ترتیب؛ اگر ۳ ک ۵ > ۰ اوقت 
(۵۲ - ۱۷/۲/۵۲ << 4 
و اگر ۵۲ 4 5 > 0 آن‌وقت 


٩‏ << ام 


۳۴ 


شکل ۴۱ 


هردوحالت را می‌توان بایک دستور نشان داد: 


۳ 


»۲ + ۱۲ - ۲۱ 


۵ / ت ۱۱/۱ می‌گیریم؛ دراین صو رت 6-0 ت |۶2 (شکل 
۱۲ را سند): قو فلت فائم‌الزاویه و ۰۸۷۸۸ زاویه‌های برابر 
دارند و بنابراین» ضلم‌های متناظر آن‌ها متناسب‌اند : 


(6 - 06 1 6 
نج از 
و ۳ رت 
بنابراین 
5 / 09( ۳5 
99 
۱ / ها ی 


6 (ه مه 


۶ خط راست 1/5 را موازی ضلم (۸1 رسم می‌کنيم تا 11۸۷ را 
در نقطه 11 و ضلم ۸11 را در نقطه <. قطم کند (شکل ۳۲). دراینم رت 


۱ ۱ ۱ 
۱۸۲5| < 7۱۸/۷۱ 2 ۴۱۸۲۱ 2 ۱ 


۳ ۵ ۵ 


ی ۳ ۳ 
نی |۲۱۸۷ < ۸۱ج < ۱۸/۱ و ۱۸۳۱ ع ۰۱۸/۴۱ از 
ین‌جا |9۱۸۳ > |/۸1] اکنون؛ یک پیش‌قضیه را ثابت می‌کنيم. 
پیش‌قضیه. اگر دو مثلث در یک زاویه برابر باشند» آن‌وقت» نست 
پهلوی این زاویه. 
اثبات. دو مثلث )۸۱۵ و ۸30۷ را که در زاویه 4 مشترک‌اند» درنظر 
می‌گيريم (شکل ۴۳) داریم: 
012 
۸0۱ 


0۳ تس 
۳ > |۸0 24۷۰ < | 67| ۰ 2 «ج,و و ٩‏ 


ولی ؛ به‌دلیل متشایه بودل در بل )۸ ِ ب 7 اقب۳ ۲-۱ داریم : 


۸۶| 2۱ < 017 2۳ > 0ورر 5 


۱۹۵ 
۱۸۵۱ ۷ 


اکنون؛ اگر پرابری‌های مربوط به مساحت مثلث‌ها را برهم تقسیم کنیم 


۳۵ 


۸۱ ۸۳۱۰ _ ورد 
ا ۰ ۸۱ مور 
پیش‌قضیه ابت شد. به حل مساله برمی‌گرديم. باتوجه به پیش‌قضیه 


اف ۱۸۳۷۱۰۱۸۳ _ عب«مد 


۱ 
۱۳/۳9 و۳ ۵۰۸۸ ودره 


۲ 
۵ ۵ 


چون مساحت مثلث ۰۸۸/9 7 مساحت متوازی‌الاضلاع ۸11010 


: 
ررح‌برو طا << ورتر رد 


۲ 
۷ . به‌ترتیب داریم : 
۱۳۳ .۳ )یه 1۷90 
رنه ۱ وا ۱ بت از ۳ 
۳ ۳۹ بل ۲۳۵ ۶ ‌ ۳ فرح ۳۳ 


ست ۳۳۳ ۲۳۹ و ۳ + ۲/۲ نت 


۳ ۷ 


ظ [:۳ 1 ۳۳ 5 ۱0 1 ظ ِ_ له اس ۳۹ ۴۱ ۳ 


۰ ت-- 
یعنی ۳ + ۲۰ پر ۵ بخش‌پذیر است. 
۸ سمت چپ برابری را به‌این ترتیب» تبدیل می‌کنيم : 


۵ + ۳ + + ند 2 
< ۵ + ((۳ + )4( + 2) < 


.۳ 4 ۱ ِ 
۳ | * 
]۱ 1 
ِ- ۴ ۷ س 


و این عبارت» به‌ازای مقدارهای حقیقی 1 و ۰۷ نمی‌تواند برابر صفر شود 
۱ ر ۳ 3۵ 
یا اج ال +ع) ره < (؟+ه) ورد 


۳ ۳۹ ٍ و 
برای 4 و ۰۷ هیچ عددی بیدا نمی‌شود. 


٩‏ تجزیة چندجمله‌ای‌ها 
۹ 


۱( ۶60/۲۵ ۳0۸+ ۱(: ۲()6- ۲۵()۳ + ۵۷ + ۱(: 
۳( ۷۵۱ )۸۵ 4+ ۵0() ۲ + ۵۷ (۲ 
۴( ۳۵۲0۲ - ۱۲۵۵ < ۳۵۵۳) - ۴9۳( 


۳ ۵ 


<- ۳۵۵) + ۲۵()۵ - ۲۵(+: 

(۱۳ - 0۳()2 + آه) < "لا - وه (۵ 

:(۷ - ۵)( و + 2)( + ه) < 

< ( 0 - ه)( 9۳+ ه) < (0) - "("ه) < ها - آي (۶ 

ب( "0 + وه + 0()۵۲ -۵۰)( 0۳ + هه - 0()۵ 4٩ه)‏ < 

اس زوس وو) سد ۶ - اج - و + ون (۷ 

((2 - لن - 2()2 + - :2) س< 

۳( + ۲۸۲۱ + ج) ع رد + 2 (۸ 

(0 - را + تا ( + دهع 0 ۳( + 0) < 

۲۵۱/۲ - ( رو + ۱ ای "رو + آ رن ٩(‏ 

:(۷/۲2۵ - ره + ه)(ن۱۷/۲2 + و + ه) ع (۷/۲۵) - ( ار + ه) ‏ 

۳۳۲۲0۲ - ۲( + ه) ع ارو + رنه - نه (ه۱ 
(۱۷/۳۰۷ - ۱۲« + ۲ه)((۷/۳۰ + را + آه) ‏ 

۱ ۴ 4 "بو(۱ +۴4) - آو ی ۴ + و۵  -‏ (۱۱ 

:(۱ - ۱()۵ + ۲()۵ - ۲()۲ + ت) > (۱ - ۴()۵ - اه) < 

۵ + »)مه - ( - )۵0 + (۵ +۵۵0 (۱۷ 

۵0 -ع۵ - و -ع 9 + (۵ + )۵اه - 

- 0) + (+ )۵6- 0۲6( + )-90 - »0( < 

(9 + ه) 6 - ( 9 - 6)6 -(9 + »)0 << 

<- 004 0 04+ 6 - (0) 4 0( 

< ) + (0 - 6)» - 0( - [ < 


۳ ۵ 


< [( 6 -06-) + (۵6 +9(])۵۵ ده) ‏ 
< (( + 66 - 6 + ۵)6]( +4ع) - 

< )64+ (6 + 6()0 - 6(: 

اج و۲ - ۲۵/۲ - ۲۵۳۲ - و + رو + ای (۱۳ 
۲ ۴۵ ( ۲۲2 - ۲۵۲2۲ - ۲۵ + او + ند 2) ب 
< (۲2) - ("2 - و + اه) < 
(۲۸ - 2 - + )۲۵ + اج - رد آ) < 
< [ ۶ - (و - ه)][ 2 - (ن + عت)] ‏ 
) > 


(2 ره - 9)(ج +( - 2()5 - ۷ + 2()0 +4( +4 2 


۴ این چندجمله‌ای را با دو روش تجزیه می‌کنيم : 


۷ اف ال ۳۲ نف :۲۸۲ 

۲) +۲۶۲ + ۱( + ) + ( < ۲/۸۲ + ۱(۲ + 0۸۲ + ۱( 
- ))۲ + ۱()۲۸۲ +۸ 4+ ۲(: 

۲۸۲ + + ۴۸۲ ٩+۸ + ۲ < 

- )۲۳ + ۲۸( + )۳ +۷( + )۲۸۲ + ۲( 

-- ۲۸۲) +۱( +) + ۱( + ۲) + ۱( < 

<- )۲ +۱()۲۶۲ +۷۸ + ۲( 


سه‌جمله‌ای درجه دوم ۲ + ۶ + ۲۶۲ قابل‌تجزیه ننست (آزمایش کنید!). 


۱۲۵-۸ + ۲۵۲ - و (۱۵ 


< ۸ - ۴۲ د ۳ تِ (۸2 تِ -)( بت 


ر ۳۶ 


بح (۴ لد ۲۲ سب ۱2 (۸ + )2 > 
ح (۴ 4 ۲۵ - )۳ (۴ د ۲۵ - )(۲ + )2 
(۲ - ۲۵ + ۴()۵۲ + ۲۵ - و ) 


|| 


< [۳ - (۱ +)](۲ + ۲۵ - "ه) < 
(۱۰-۰۱۷/۳ +4 ۰/۳()۲ + ۱ + ۴()۵ + ۲۵ - آه) < 


سه‌جمله‌ای درجه دوم ۴ + ۲ ون فابل‌تجزیه به ضرت دو عامل درسحه 


اول نیست؛ زیرا جنین می‌شود : 
51 ۱ 1 
۳ 4 (۱ ) چد ۴ لا ۲۷۵ مت 1 
6۵ ۲۳ , 


سر آموزست اواست. وس ۲ [م سل 6) [] 

کم -( 0 + ه)- ل +( +64)] < 

- 6 + 0( + ۳۲4۳/۵( +۳/۵+ ۳( +ه) < 

"6 - ("9 + هه - آه)(0 + ه)- 

(0۲ - ۵0 + آ - ۳۵۲ +ع(0 +۳)۵ + ۲( + 9(])6 + ه) < 
۳۵٩+ ۳۵۲ ( <‏ +۳۵۸۵ + ۳۵9)( + ۵) < 

< [(ه +ع) + (وه +هم)](۵ + )۳ < 
[(ه + )0 + (0 +۵)ه](0 + ۳)۵ < 
٩+ (+ 02+ ۰(‏ )۲ < 


۱ 
۱ 


یادداشت ۰ جند‌جمله‌ای 


۳ اس 0 مس ۷ سل ۳۹ ۵ .۲ 


را درنظر بگیرید. چندجمله‌ای ۰۸ به‌ازای ۱ << 2 برابر صفر می‌شود: 
و حت ۳ - مر -- ۷+ ۳- ۵ 


از این‌جا» به‌سادگی می‌توان نتیجه گرفت که» چندجمله‌ای ۸ بر ۱ - 2 


۲ بافی‌مانده‌برابر 1 باشد» دراین‌صورت» باید داشته‌باشیم : 


۸ << )۲ - ۱( + ٩ 


اين» یک اتحاد است (اتحاد تقسیم)) زیرا با ضرب بخشیاب در خارج‌فسمت 
و سیس. اضافه کردن باقی‌مانده به این حاصل‌ضرب؛ باید بخشی به‌دست اید. 
پعنی دوطرف برابری؛ معرف یک مقدار و بنابراین» اتحاد است. 

در اتحاد؛ به‌جای حرف (در این‌جا 42 هر عددی فرار دهیم» دوطرف 
برابر می‌شوند. اگر به‌جای 7 عدد ۱ فرار دهیم هم ۸4 و هم 7 -- ۲ ) 
برابر صفر می‌شود» یعنی به‌دست می‌اید: » -- 7 و از آن‌جا 


۸ < ) - ۱(( 


۸ بر ۱ - 7 بخش‌پذیر است یا به‌زبان دیگر ؛ در تجزیه ۸ عامل ۱ - 1 
ور سجو ۵ دارد. 
این نتبجه گیری؛ ۷ افتت : اگر یک جند جمله‌ای به‌ازای هد و يا 
۲- < 7 برابر صفر شود به‌معنای آن است که چندجمله‌ای بر ۵ - 2 
پا ۲ + 2 بخش‌پذیر است؛ همچنین اگر یک چندجمله‌ای به‌ازای مثله 
- << برابر صفر شود به‌این معناست که جندجمله‌ای بر ۷ 1 ۲ 
یادداشت ۲. این چندجمله‌ای‌ها را درنظر بگیرید : 


+ له + اه ره رده 


۳۶۲ 


در هرکدام از این‌ها» اگر 2 را به ل و ل را به 2 تبدیل کنیم» چندجمله‌ای 
تغییر نمی‌کند. هریک از اين چندجمله‌ای‌ها» نسبت به 2 همان وضعی را 
دارند که نسبت به ۰1 گویند» این جندجمله‌ای‌ها» نسبت به 2 و 7 متقارن‌اند. 
چندجمله‌ای 

"رو + ارو + راو دراه + اج 


هم سیت به بل ول متقارن اه 


سپیچ چسلهاي ای 
اج لوبق با نز 


نسبت به 7 و ۷ و 2 متفارد‌اند» بعنی» در هریک از آن‌ها؛ می‌توان هردو 
مجهول دلخواه را باهم عوض کرد بدون اين‌که تغییری در عبارت به‌وجود آید: 
می‌توان ‏ را به 7 و # را به 4 يا 2 را به 2 و 2 را به 2 یا( رابه 2 و2 
را به :3 تبدیل کرد بدون این‌که در عبارت تغییری حاصل شود. 

ویژگی اصلی یک چندجمله‌ای یا عبارت متقارن (نسبت به دو يا چند 
حرف)» این است که» هر تبدیلی در آن انجام شود (تجزیه شود پرانتزها باز 
شوند» ساده شود و غیره) » بازهم باید عبارنی متقارن به‌دست آید. 


) 


اکنون؛ باتوجه به این دو یادداشت می‌توان تمرین ۰ ۱ ) را ساده‌تر 

این عبارت نسبت به 6 و 6 و » متقارن است» پس باید تجزية آن هم 
نسبت به » و ۵ و 6 متقارن باشد. 

ازطرف دیگر» این عبارت. به‌ازای 0- 2 4 برابر صفر می‌شود (آزمایش 
کنید!)» بس بر 0 + 4 بخش‌پذیر است. ولی به‌دلیل متقارن بودن نسبت په » 


ی 


و 0 و »و باید بر » +0 و 6 +6 نیز بخش‌پذیر باشد. یعنی باید داشته‌باشیم 


(ه +6ع)(2 +04)( + 7/06 ع< 6 - 9  -‏ - 6 +0اد+ه) 


7 یک علد است و به » و ۵ و 6 بستگی ندارد» زیرا سمت چپ برابری؛ 
نست به ۰6۵ از درجه دوم است ( "6 و »- حذف می‌شوند). بنابراین اگر 

حول برابری بالا یکی اتحاد است ‏ می‌توان برای بیدا کردن مقدار ۰1/1 
به‌جای 4 و ۵ و 6 سه عدد دلخواه قرار داد مثلا ۱ و۱ ۲ جع زارف 


» < 6 در این صورت به‌دست می‌آید؛ 
ی اتب ۲ ۳ . ۲ ۱ 
ارو سس ات له ۲۱۷۲۲ 
یا ۶1 < ۱۸ یعنی ۲ < 7 و 


:(0 )0 +۱ +۳۸ < 6 - ۲ - - ۳( +ا+) 

< ۲( -6) + (ع -9) + ۳( -۵) (۲ 

(۵۳ - ۳۵۵۲-۳۵۲۵ + ) +( - ۳00 +۳۵۲۵ - )+ زا 
< (" - "ه) - (۳۵۵۲ - ۳۵۵) + (۳۵۲۵ - ۳۵۵۲) + ۳( - ») < 

+ وه + 0()۵۲ -۵) - ۳۵۲۵-۷0 (9۲ - ۳6/۵۲ + ۳( -6) < 

+0 ( < )6 - 0(])6 - (۲ + ۳۵/۵ 4+ 0( - ۳۵۲ - 6 - 0 - ۵ [ < 

[ ها - 60 - ۲ - ۳۵۲ - ۳9۵ ۳۸۵٩+‏ + 0 +۲۵۵ - ع](0 -) س< 

< ۳)۵۰- ()-60 + 60+ 6 - 6 ( 

<< ۳) (0/9 - 6( 4+ 6/0 - 6([ < 

< ۳) ()- 6()6- ۱ 


۳۶۴ 


یادداشت. این عبارت متقارن نیست» زیرا اگر مثلاً ۵ را به ‏ و 0 را 
هه تبلیل گنیی: عباربت به فرین خوجش تبذیل می‌شنود: به‌همین مناسیت؛ 
گاهی آن را «متقارن منفی» می‌نامند. 

ولی این عبارت؛ نسبت به ‏ و ۵ و 6 دوری است. یعنی اگر ۵ را به 
6 را به » و » را به 6 تبدیل کنیم؛ در عبارت تغییری حاصل نمی‌شود. 

باتوجه به همین ویژگی دوری بودن عبارت؛ و باتوجه به این‌که به‌ازای 
1 < 4 برابر صفر می‌شود می‌توان شبیه تمرین فبل» آن را تجزیه کرد. 
(خودتان عمل و استدلال کنید). 

۳) این عبارت» در وضعی که داده شده‌است؛ نسبت به ‏ و ۷ و 2 
نه متقارن است و نه دوری. به‌نظر می‌رسد که باید با باز کردن پرانتزها» برای 
تجزیهُ آن تلاش کرد. ولی اگر دراین عبارت» به‌جای :۰2 2:۱- بگذاريم» یعنی 
فرض کنیم 3۱ < 3 به این عبارت می‌رسیم : 


وه -ج) + رو - )+ (و- ه) 


کف قمانا بازتت تمریا ۷ ان ناه ۲۳۵ استه: دروافع این عبارت نسبت 
به 2۱ و 1 و 2 دوری است و باتوجه به حل تمرین ۰)۲ نتیجه تجزية آن 


3 ط ۷/۳ دك 21۳ ص ۳(3 -ست. 


(۵۱ - ج)(2 - زا( - )۳ 


۴ اگر "۳ - ۸۲ را به‌عبارت اضافه کنیم به‌ترتیب داریم: 


1 لدم لب َ‌( سِ ( ۲» -_ ۳ ۱ 4 م) لد 
(۱ + 4 «( بل ۷۱ سد ) سل ۱۳6 سب 0(« ِ 
[۱ سب نت ۱۳/6 سل 0 + آ) 


۳ ۵ 


۵) در آغاز عبارت را به‌این صورت می‌نویسیم (نام عبارت را؛ برای 
سادگی کار ) ۸ می‌گذارنيم ) : 
< ۱۲۰ - [(۲ +)(۱ + )۰1 ((۳ + ع)ع] < ۸ 
۰ - (۲ + ۳2 + ۳۵()۵۲+ ه) < 
اکنون ۳2 + "2 را 7 می‌ناميم : 
تج ۲۵( - ۲ + آن - ۵۰ - (۲ + )۷ - هر 
ح< (۱۱ ۱ + ۱۱()۷ +۱ + ) < ۰-۱۲۱ ۱(۲ +  )‏ 
(۱۵ - ۳۵ +4 :)۱۲ د ۳۲ + ) - 
(۵ + )(۲ - )۱۲ + ۳۵ + آت) س 
سه‌جمله‌ای درجه دوم ۲ + ۳۸ + ۲ قابل تجزیه نیست (آزمایش کنید). 
۹ (آ + ۹ )۲ وس ان "و ند 0( 
۲۵6۲ + ۲۷۵۲ + ۲۷۵۳۵ + اي - او - مت 
عت "۴۵۲0 4 ( ۲۵۳۵ - ۲۵۲۵ - ۲۸۲۵ + ه + آن + آ0)- < 
(6 - 9+ ۵) - ۴۵۲۵ < 
‌- (0 خلت رورم ۵ "۳ او نی ۸7 +4 ۲0۷0 ) << 
< [ (0 - ») - [ - (9 + »)] 
(۵ + 6 - 0()6 - 0 064 - 0/04۷0 + ۷+ ه) -< 


: (۱ 


0 1 ۱7۱ ۰ ۳ 111 ۱ 
7 اه 0 


۳۶۶ 


ح بان ۷" ۷ ۱ 
۱۳۳ 3 
وت ی رسیم رواستم و ون مس 
۱ 0 -- )6 ۱ 
وال سم ۲ ۳ تدم زنب ۲۵۲ 
٩ 6) + 6 ۳‏ وت وم 5 
(۳0۳ - ۲۵۵) - (۳۵۵ - ۲۵۲) (۳۵۳- ۲۵) + (۳۵۵- ۲۵۲) 
5 | 41 »6 ۳ و سب 
 0)۲۵-۳( - 0/۲۵ -۳0(‏ (۳۳0 0/۲۵ 4 (۳9 ۵۲۵۰ 
0 +4 ) 6-6 
که همست تسه 
٩ ( 0۲۸ - ۳()6 - ۱‏ ۳۳0()۵ ۲۵۰) 
0۳۱ + ۲/۵۲ 5 سیم بل "اقب 0 


5 5۹ )۲ ۰ ۳۳۵()0۲ - 0۳ ( 


۲ 


) ۲۵ - ۳0()6 + 0) - ( 


۳ 6 1 0 - 0 - 2 از ۳ 
ی 0 از ان 
تسب 3 مب زج لد توزواس کل 
ان ت۱۲ 


" (م سس ۵ )1 2-0-0 (6 + )0 س و 
5 ریت )۲ ۳ سدیم۲ ۵0 5 


من ۳ 6 + 6 


<--------------عٍ-ع____-_ _ -_س یس سس سس _س ‏ ع_ _س_ _ سس _ __س_س سس سس ۰ _ س _ سس <_ح۳_‌ع سس اس جرتت و ۳1۳1[ 
۳۳ مت 


۵۱ - 6()6 +4 6) 
+4 » "۵ 4 ۲۵0 + آ 


۳ ت 


(ا - عم)(ا +ع) 


۶ صورت و مخرح کسر مرکب را به‌طور جداگانه محاسبه می‌کنيم : 


از سا از ار رمرم 


آرسایو. . (9طد »)رن ته) ... وه لا و 


2 


۳۷ 


+۲6۵۲ _ وه وه 
کر و - 2 1 -- 3۳ 
بنابراین حاصل کسر مرکب؛ چنین می‌شود : 
2 . لا ۰۳ 2 
۳11 _ + 1 -- ود 
باق کی ات زر یل ی 
- 8 گس پر ۶ 
لد 1 ۳ 
حاصل کسر دوم هم به‌سادگی به‌دست می‌آید : 
ناه 


۲)2:۲ + ( 


بنابراین نتیجه عمل‌های این تمرین» منجر می‌شود به 
كِ۳۹ ۳۱ + )۲ ۱ ۳21 


۳ 
11 21 و 7 
۷( برای این که صورت مساله را تکرار نکنیم) حاصل عبارت را برابر 


سب ۴ ان ۳ ۱ ک ۳ 
۰ ت مد 2 | سیب || ع<د ۵ 
// 0۱ -- ۲ ۴۳0 


۳ ۸ 
۵07 - 38 ۵0) ( ۵4 


هه (هج+هم)(ه-م) یم 


۱) 


۳۶۸ 


۵ + ۳ ۳۲0 
)٩۵۲ + ۴0۳()۳۵۸ - ۲۵(‏ -< 
5 ۱( نس 0(۳) 1 4 ک- نم 
یس مج 3 
(؟0 ۲ 00 مس یم 5 
۲ ۹ 5 
- یم 


زر + وا - ۵7)( را + رای د 0 سد "یآ -- ۱ - 0( - 


۳ 


"و + اوه + ان -< 


۲ اگر به‌طور مستفیم؛ صورت را بر مخرج نقسیم کنیم خارج‌فسمت 
چنین می‌شود (باقی‌ماندة تقسیم» برابر صفر است) : 
7 وت و مق و پا ند "برغ 
5 وت ان ی ۱۶ ٩+‏ ۴۸ + 0 
5 7۳ ۷ 5 ای ذر 
۴+ ۲۵+ آه _ (۴ +۲۸ + ۴()۵ +۲۸ -۲») 
۲۸٩+ ۲‏ - ۲()۵ + ») 
 )۵۷([ . _‏ ( ۳۱/۲۵ ۷۷ - ۲۳:۲ 
5 ( ۲۵۷ + ۱۵ + ۴ ۱ ۲۵2۷ د ۱ ۱۰۵ 1 ۴۵ 
ار ۱ 


:3 ( ۲۵ + ۱۰۵ + ۴۵ )2 
۷ حاصل عبارت را ]۸1 می‌نامیم : 


۲ ۳ 
1( بت 1 سل ۱1 


7 ات ۱( )و 11۱ 11 
رس ور 
( 1۱ 1۲۱ - ۱۱()۱ + 1) اک 
11217 


۱ نم ح 11 


)7۲ 4+ ۱۱( ۱ راس‎  ( 


2 ۱ 4 #2 
(۱+ نما 0 ۵+۲۱ 
٩+۱( 2‏ 220 +90 _ 
(۱ + ۲2 + )۷ 5 
(۱ + 2 دوه و - + +( + ]217 


نك تجح چچ - سس ___چچج(چجج_ س-صس-- فستهته تم تست ما تست 0 ٩‏ تس 


(۱ + وه + )7 (۱ + 22 + ۷/2 
۹( حاصل عبارت را 2 می‌نامیم : 


۳ )۱۷۵ + ۱() - ۱( 5 )« +۱( ۰ 
۱۷۵۱۵4۱  )ت+۱(۵-۱(‎ 


۲ ۳۲ 
باتوی از بر 1 7 __ ] ,۱ ۷ بر له ] 
نش ۵ ۳۳ . : ستت . + 9 
نت تب ح ۱ 1 


۳۳ ۲در ۱۰۶۸ 
۴ پاسخ. ( + 11۳ + 11 
۵. ایتدا هریک از کسرها را ساده کنید» بعد مقدارها را قرار دهید. 


۵-٩‏ _ (0-ه) _ ها +۲۵0 - آ» 
6( (۵ - »)ها ۲ - باه 


1 ۸و9 ۲ ۵ ۷7۸ 5 
- ۲( + ») 
بت 3 اد ۵ ۲ ۰7۸ << م س سس : 1 
۵ 1 - +4 ۰/۲۵ << - 64 ۷ ۱ 
۵ ۱ ۳ ۱ 


۳۷ 


ِ_ ( - ۳۵/6۵ - ۳( - 6) ۳۵ ان ۳ 
۵۲ - ۲۵0۱ + ناه - ۲ ۲۵۲ - وم د ان 
4 (۲۵ + 0)( ۵) ِ_ (۳۵ - 0 -- م)(نا -- »6) ِ_ 
 )0-0()0+ ۲۸(‏ (6 ۲۵/۵9 +( -9)ن 


رف ۸ ۱ 


5- بت ۱-۲ ۲0 - ۲( +4 ه) < 0۵۲ + 6 (۱ 
< (0 + ۳۵۵/۵ - (0 + ») < 0 + 6 (۲ 
5۶ ح< ۳ + ۱ 2 (۱--)۱ ۷« ۳ - (۱-) < 


۶ < ۲ - (۱-) < ۲۸۲۲ ( 0 + م) < 9+ ۲ (۳ 


5 ا)ع ( ) 5 بل 1۸۳۲ ۱ ۱ ۱ 3 
۲ ((6) ی "۳ ۳9 


( ۵ + آه) ۳۵۸/۵ 9۲۳+ آه) - 

< )-۱( ۳ ۱)-۱( << -۱ 4+ ۳۳ 2 ۲۶ 

مسق نز و ۱ ۷ )۵ 

و را ۳ 

- 9+ ) ع< () + (ه) ع 0۴ + ی (۶ 

[ ۲۵۵ - ۲( + م)] ع ۲ - ۲( + (آم)] ع خی ۲- 


سا ۲ ۱ ۲ (۲ ۲ (۱-)] < ۲- 


۷ برابری فرض را» می‌توان این‌طور نوشت (۸۲ را به دو طرف 
برابری اضافه می‌کنیم) : 


< (۲۵6 - ۲۷) + (۲۸6 آي 4 َ«( 6 


< ) 6 (۲ + ۲/۰ - 0 


۳۷۹ 


به‌همین ترتیب؛ اگر " را به دو طرف برابری اضافه کنیم؛ به‌دست می‌آید: 


(۵ - )۲۵ + ۲( - ۵) > ۲و 


_ ۲۵۵-0 + ۲6-۵ _ (0 <0) + 0 
و -۲۵)۵ + ۲۵-2 ۳( -۵) + ۵ 
کاب (0 +6 - ۵)( ۲0۵ _ 


سس 


۲) 6۳/9 64+ ( 0-6 


در صورت مساله» در شرط دیگر هم داده شده بود. باتوجه به شرط 
» < ۰0 جواب مساله معنا دارد (مخرح ان برابر صفر نیست) و باتوجه به 
شرط 6 < 0 + ۰ توانستیم» صورت و مخرح کسر را بر 6 - 0 + » (که 

۸ راهنمائی. بزرگترین بخشیاب مشترک صورت و مخرج را 
روش تقسیم‌های متوالی به‌دست آورید! این بزرگترین بخشیاب مشترک» برابر 
است با ۱ 2 صورت و مخرج بر ۱ + 27 بخش‌پذیر است 


توت جر ات 


۹ صورت و مخرج راء به‌طور جداگانه» تجزیه می‌کنيم : 
۲۵۳۵۳ + ۳( + ۵۳()۵ + ه) 
را ۲6۳ + ( "۵ 4 ۳۸۵۲ + ۳۵۲۵ + ۵)( "۵ 4 آو) ‏ 
+ واگم) +( اه + ۲۵۳۵۲ +هگ۲۵ + کم) < 
( 0 + ۲۵ + ۲۵۳۵۳ + ۲۵۲م) + (گاه + ۲۵۲۵۲ + ۲۵۵۲+ 


زا شا 


از بد. ۷۵ نا ال آه) ند 
+ ( ۱ + ۲۵۲ +۲۵۲۵ + )۵0۵+ 
‌ (0 د ۲۸ +۲۵۵4 + )+ 
:( ۵۳ + وه + آم)(گ۵ + ۲۵۵ +۲۵۵ + کم) س 
۲۵۲ + ۲( + ۵(" + ه) 
۲۲ + (۵ +۲۵۵ + آه)( 9 + آه) - 
آ۵ + ۲۵۳ + ۲۵۲۵۲ +۲۵۲۵ + ۵ < 
( 0 درم +4 او 
بنابراین؛ صورت و محرح کسر بر ی بخش پذیرند و مار کسون؟ 
بعد از ساده‌شدن» جنین می‌شود: 
۳ تب ۲۵ لت ۱ 
3 ان 2 
۰ اگر جذر عدد را بگيريی حاصل جذر برابر ۱۵۶۳۵ و باقی‌مانده 
جذر برابر ۱۰۲۴ می‌شود. بنابراین 
۵2۲۵ ۲۴۳۱۴۳۱۶۴۹۶ 
۴ برابر است با ۲۶ و ۱۵۶۲۵ (اگر جذر بگیریم) برابر است با "۱۳۵ 
یا "۰۵ درنتیجه 
سب ۲۲۹ د ۵۲ < ۲۴۴۱۴۱۶۴۹ 
وه و دز ۱۲۵ 
۲۳(۲ « ۵7) - (۲۳ + ۵) ع< 
(۱۵۰۰ + ۲۵ + ۱۰۰۰()۵۴- ۲۶ + ۵) < 
۷ 7 ۱۴۶۵۷ 


۱ 


۳۱ عددهای ۳ و ۵ و ۰۸ دوبه‌دو نست به هم اول‌اند) بنابراین » اگر 
عددی بر این سه عدد بخش‌پذیر باشد؛ بر حاصل‌ضرب آن‌ها؛ یعنی ۱۳۰ 


۱( ٩۵۵ - ۵2 - ۴۵ < )٩۵۵ - ۶2۲ - ۳2( + )» - 2( < 


- ۳)۳۵۵ - ۲۵۲ - 2( + )2-۱(2)2 + ۱( 


چون حاصل‌ضرب سه عدد درست پشت سرهم بر ۳ بخش‌بذیر است؛ 
بنابراین؛ عدد مفروض هم بر ۳ بخش‌پذیر است. 


(۵0 - ۵2 - (۵ه۱) < ۴۸ - ۵۸ - :۹2 (۲ 

< (۱ + ۱()۸۲ - )۲ س (و - ۳ - ۵0۲۸ < ( - ۵ج )- 
< (۴ - ۵ + ۱()۲ + ۱()6 - )۳( - ۲ - ۵۲۵ - 
 ۵)۲۵۵ - ۵ - 2( - ۵2) - ۱()5 + ۱( -‏ 


-) - ۲۷() - ۱(2:)۲ + ۱()2 + ۲( 


حاصل‌ضرب پنج عدد درست پشت سرهم. بر ۵ بخش‌پذیر است؛ بنابراین 
عدد مفروضص هم بر ۵ بخش‌بذیر است. 


۳( ٩2۳ - ۵2 - ۲2 < ])۸2 - ۸( + ) - ۵2 + ۴(( < 


تّ ا(۱ ب ۴()3 تب 9( بل  ۱(‏ ۸« ‌- 
 - ۴()۵ - ۱()۲ + ۱(‏ )2 + [(۱ - )۸ -: 


اگر 7 عددی فرد باشد ۱ - 2 و ۱ 1+ 2 دو عدد زوج متوالی‌اند و 
حاصل‌ضرب آن‌ها بر ۸ بخش‌پذیر است. اگر 2 عددی زوح باشد آنوقت 


۳ "2 و ۳ و درشحه ۲ -- 00 ی د 2 بر ۸ بخش پذیر تیا 


۳۷۲ 


۲ عدد دورقمی 77 را » می‌ناميم. باتوجه به سمت راست برابری 
فرض» روشن است که ۵ - "۵ یعنی (۱ - 0) باید بر ۱۰۰ بخش‌پذیر 
باشد. » و ۱ - ۰ دو عدد متوالی‌اند و نسبت به‌هم» اول. بنابراین از 
و ۱ یکی .بر ۴ و دیگری بر ۲۵ بخکنپذیر است» گر بر ۲۵ 
بخش ‌پذیر باشد» می‌تواند برابر یکی از عددهای ۰۲۵ ۵۰ یا ۷۵ شود ولی در 
هیچ کدام از این سه‌حالت» به‌جز ۲۵ < ۰6 ۱ - ۵ بر ۴ بخش‌پذیر نیست. 
ولی ۵ << » در معادلة مساله صدق نمی‌کند. اگر ۱ - ۵ بر ۲۵ بخش‌بذیر 
باشد» باید 4 برابر یکی از عددهای ۰۲۶ ۵۱ یا ۷۶ شود. و. از بین آن‌ها؛ 
تنها ۷۶ بر ۴ بخش‌پذیر است. آزمایش نشان می‌دهد که ۷۶ < 77 (یعنی 
۷ -< ۲ و ۶ < /1): در معادله مساله صدق می‌کند. 

۳ داریم: 


۲۹۵ - ۴۱۳۱/۲ 4 ۴ 

۵۳۳/۴۲۰۲۷۷۲ 
_ ۵۹۵-۷۷۲ ۳۷۴( 9 
۵+ ۳۷/۴۰۷۲ 


۴ برابری فرض را می‌توان به‌ترتیب» به‌این صورت تبدیل کرد : 


((ج - روز + »)د ع ( - 2 + )رز +4( - 2 + )۵ 
۳ 7 ۲ 
و ۱1 


وه او( ق) 
هد (ج - 1 - 2 )(2 + لا -- 2 ) 


ضرب برابر صفر باشد : 


:۰ << 2 +4 2 << ه << 2 + 1 -- 1 


۳۷۵ 


7 << 2 +4 1 چد ه حد 2 - 1 - ۳ 


1 6 
(0 - ۵) ۵ - ( نا - )60 -(0۳ - 
> [ 6 - (0 + )وه - ( و دنم د - سس 6) << 
< ( 6 - 9اه - نا -ع ها دوه + )0 - 
[( آم - )ی + (م - و 0 - (6 - 0) 6-](0 - 6 
< ( 6 064 +0 - ۵۲( - و 


و برای مخرج 

< (۵ - )6 + (6 - )0 + (0 -6) 0 
(9 - »)6 و9 - وان دوآن -عآ < 
< (0 - 6) 0 - (9 - )هه - (9 - )۵ - 
(6۵٩+ 96 - ۵0 - 6 ( >‏ -) - 
[(۵ - )> + ( -۵)-](0 - مه 
( - 6()6 - )(9 - ») < 

درنتیجه» حاصل کسر برابر 6 + 0 + 4 می‌شود. 

۶ () روش گرس. مجموع را در دوجهت مختلف می‌نویسیم : 


٩ ۱+۲ 4+۳4.) ۱( 7 


۳۳ 


٩4... 4 ۲۱‏ (۲- 7) +4 (۱- ) +4 7 << ,5 
و باهم جمع می‌کنيم : 
(۱ +0) + (۱+ )۰۰۰4+ (04+۱) +۱4 )+۱ +74) < ۲۵۱ 
و چرن مناد جمله‌ها پرابر 1 است؛ 
۱۱ + ود ,6 ج- (۱ +4 )۱ < ۲۱ 


روض استفاده از اتحادها. اين اتحاد را درنظر می‌گیریم : 
۱( + < ۲ (۱ + 6) 


اتحاد» به‌ازای هر مقدار دلخواه » برقرار است. به‌جای »۰ به‌ترتیب؛ عددهای 

درست از ۰ تا 7 را فرار می‌دهیم و » بدون این‌که طرف‌های سمت راست را 
ساده کنیم؛ زیرهم می‌نویسیم : 

۳۳ 227 

۳ ۲۴ ۲ 

۸ م۳ ق ۲۳.۲ ۶ ۳۲ 

۳ ۲ب ۳۲ ت۴۳ 


ح 
۱ 


حص « 
اا ا ا 
1۱ 


۸+ ۲ + جع ۱(۲ +4 :7 < » 


این (۱ + 7) سطر را باهم جمع می‌کنيم. همه جمله‌های ستون سمت 
چپ برابری‌ها؛ با جمله‌های مساوی خود در نخستین ستون سمت راست 
برابری‌ها» حذف می‌شوند (۱۳ با ۱۲ در سطر بعد» ۲۳ با "۲ در سطر بعد و 
غیره). تنها جملهُ ۱(۲ + 1) می‌ماند. درسمت راست نخستین ستون حذف 


۳۳۷ 


شده است؟ مجموع ستون دوم برابر است با 
۲۳٩۲... ۲۸‏ +۲۱۲ +۱ ۷ ۲ 


< ۲/۱ + ۲+۳ + ... + 7( -< ۱ 


آن‌ها برابر ۱ + 7 می‌شود. بنابراین به‌دست می‌آید: 


۲6۱۸ < (۱ + 7) 
از این‌جا: ۱ - 7- (۱+ «) < ۲,۱ و یا 
(۱ + م20 ع رک ج (۱ +0 «+ ۲ - ,۲5 


۱ 
۱+ ۲+۳ + ... + ۱۳۷۳ < > ۲ ۱۳۷۳)۱۳۷۳ + ۱( < 
<- ۱۳۷۳ ۶۸۷ > ۱ 


۲( این‌بار ؛ از اتیحاد 
۱ 4+ ۳۸+ » < (۱+ ») 


استفاده می‌کنيم و» شبیه حالت قبل؛ به‌جای ۰6 عددهای درست از » تا 1 را 
قرار می‌دهیم و سپس باهم جمع می‌کنيم (خودتان آن‌ها را بنویسید). نتيجة 
مجموع» چنین می‌شود. 


)1 + ۱) < ۳۸۲ 4+ ۳5۱ + 1 


۳۷۳۸ 


۱ ۱ 
به‌جای 5۱ مقدارش (۱ + 0 را می‌گذاريم 


(۱ + ) - (۱ + 0 ند "1 تور) و۲6 


می‌گيريم : 
ح [۲ - ۳ - ۱(۲ + «)۱(]۲ + ) < ۶٩5۷‏ 
۲۱ و۳ ۲ ٩4‏ (۴ + ۱()۲۲ 4 «) < 
(۱ +4 ۱()۲ + ۱/7« < 
و سرانجام 
۱ 
(۱ 4 ۱()۲۱ + 


مثال. مطلوب است محاسبة مجموع 
۲۵(۳) ...+ ۶۲+ ۴۳+ ۲ < ۲ 
حل. در سمت راست برابری از ۴ -< ۲۳ فاکتور می‌گیریم : 
۴۲ < (۲ +4 ...+ ۳۲۳+ ۲۳+ ۴)۱۳ < ۲ 


درنتیجه (۱ +4 ۱()۲۶ + 0 * 


محاسبهٌ زیرهم؛ برای مجموع مجذورهای عددهای فرد» روشن است : 
۱(۲ )...+ ۵ + ۳ + ۲ < (ٍ) 
(۲۸(۲) + ...+ ۲۲) (۲۸(۲) ...+ ۳۳+ ۲۳+ ۱۳) < 


۳ ۱ ۱ ۱ 
حد (۱ + ۱()۲ + 7« (۱ + ۱()۴ + )2 ِ 


۳۷۹ 


< ۱(۲ +۲۸ + آه) < (۱(۳+»)] > (۱ + 6) 
۴۱ + ۶۵۲+ ۴۵۲ + آه < 


اکنون اگر» شبیه دو حالت قبل» در دوطرف این اتحاد. به‌جای ۰4 


عددهای درست از یا 11 را فرار دهیم و سپس » باهم جمع کنیم» باه اب اسسست! 
می‌آید : 


)7 4+ ۱( < ۴ + ۶6۲ + ۴6۱۲۸ 


به‌جای 9۱؛ و ۰.57 مقدارشان را قرار می‌دهیم 


جد [۱ +4 )-(۱ + ۲۸/۶ - (۱ + ۱()۲۶ + 8 - (۱ + «) - ۴5۲ 
[۱ - ۲ - (۱ + 7)۲7- ۱(۳+)](۱ +) < 
(۱- ۲۸ - و ۲۲ - ۱+ ۳۸ + ۳۱۲ + )(۱ +4() < 


۱(۳ + )۱ ( ۱+ )(۱ +4 7) < 
و سرانجام 


۳۸ ۵ 


